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编写 说 明 


影响 最 大 、 级 别 最 高 的 中 学 生 * 国 球 数 学 奥林匹克 ”( 简 称 IMO) 由 来 已 
久 , 自 第 1 IMO 于 1959 年 在 罗马 尼 亚 举行 以 来 ,有 近 60 年 的 历史 ,其 影响 
越 来 越 广泛 。 在 国际 数学 奥林匹克 的 推动 下 ,世界 各 地 的 数学 竞赛 活动 如 火 
如 茶 。 目 前 ,我 国 数学 竞赛 逐步 形成 了 从 全 国联 合 竞赛 .全 国 中 学 生 数 学 冬令 
管 到 国家 集训 队 一 个 完整 的 竞赛 选拔 体系 。 

数学 竞赛 作为 一 项 智力 活动 ,吸引 了 无 数 数学 爱好 者 积极 参与 ,也 为 那些 
对 数学 有 浓厚 兴趣 和 有 数学 天 赋 的 学 生 提 供 一 个 展示 自我 的 平台 ,是 发 现 和 
培养 数学 人 才 的 一 条 有 效 渠 道 。 我 们 欣喜 地 看 到 ,通过 这 项 活动 ,发 现 了 一 批 
数学 苗子 ,培养 了 一 批 数学 人 才 。 许 多 参与 竞赛 的 优秀 选手 后 来 都 成 了 杰出 
的 数学 家 。 

总 体 看 来 ,我 国 的 数学 竞赛 体制 日 趋 完善 , 它 的 一 些 功能 和 作用 也 日 益 凸 
显 。 贿 着 高 校 招 生 制度 的 改革 ,各 种 学 科 竟 赛 , 尤 其 是 数学 竞赛 的 选拔 功能 越 
来 越 被 广大 高 校 所 认可 。 事 实 上 ,学 科 竟 赛 已 经 成 为 高 校 自 主 招生 和 选拔 人 
才 的 重要 途径 之 一 。 

我 们 本 着 为 数学 竞赛 的 普及 .提高 做 点 有 益 事 情 的 愿望 ,在 全 国 范围 内 组 
织 一 批 长 期 从 事 数学 竞赛 且 做 出 杰出 成 绩 的 一 线 专案 编写 了 一 大 “高 中 数学 
竞赛 专题 讲座 从 书 "。 从 书包 括 ( 初 等 数论 》《 函 数 与 函数 方程 )《 复 数 与 多 项 
式 》《 不 等 式 )《 组 合 问题 )《 排 列 组 合 与 概率 》《 数 列 与 归纳 法 3《 集 合 与 简 
易 还 辑 》《 三 角 函 数 》《 立 体 几 何 》《 平 面 几何 ? 习 解 析 几 何 》 和 《数学 结构 思想 
及 解 题 方法 ?13 种 。 

丛书 的 起 点 是 高 中 阶段 学 生 必 须 掌握 的 数学 基本 知识 和 全 国 数学 竟 赛 大 
岗 要 求 的 一 些 基本 数学 思想 ,方法 ,凡是 对 数学 爱好 的 高 中 学 生 都 有 能 力 阅 
读 。 从 书 的 特点 是 : 


1. 充 分 吸收 了 世界 各 地 的 优秀 数学 竞赛 试题 ,通过 对 典型 例题 的 解剖 , 传 
授 数 学 思想 方法 ,侧重 培养 学 生 的 逻辑 思维 能 力 ,不 唯 解 题 而 解 题 ; 

2. 本 着 少 而 畏 的 原则 选择 材料 ,不 搞 题 海战 术 , 不 追求 大 而 全 ,而 是 以 点 
带 面 ,举一反三 

3. 以 数学 修养 和 能 力 培养 为 立意 ,通过 深刻 剖析 问题 的 数学 背景 , 挖 据 数 
学 内 涵 , 培 养 学 生 的 数学 品格 和 解决 实际 问题 的 能 力 ; 

4. 在 注重 基础 知识 训练 同时 ,有 适当 程度 的 技 高 ,对 参加 冬令 营 甚 至 是 更 
高 层次 的 竟 赛 都 有 一 定 的 指导 作用 和 参考 价值 。 

丛 节 由 浙江 大 学 数学 系 教授 ,博士 生 导 师 、 全 国 数学 奥林匹克 竞赛 领队 李 
胜 宏 策划 ;丛书 由 陶 平生 、 苏 建 一 、 刘 康宁 、 边 红 平 主编 ;参加 编写 的 成 员 是 : 陶 
平生 、 苏 建 一 、 刘 康宁 、 边 红 平 、 黄 军 华 ,. 王 建 中 \ 崔 爱国 、 书 吉 珠 、 张 雷 . 王 俊明 、 
FER ХАК. MERMERE БЖЖ. 

鉴于 我 们 的 水 平 有 限 , 书 中 的 不 要 之 处 敬 请 读者 批评 指正 。 
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DE 平面 与 空间 直线 


эе 知识 点 金 


1. 平面 的 基本 性 质 

ARI 如 朵 -条 直线 上 有 两 个 点 在 一 个 平面 上 , 耶 么 这 条 直线 上 的 所 有 点 前 在 这 
个 平面 上 . 

公理 3。 如果 两 个 平面 有 一 个 公共 点 .那么 它们 有 且 仅 有 一 条 经 过 该 点 的 直线 ， 

公理 3 不 在 同一 条 直线 上 的 -个 平面 

公理 1 是 判定 直线 在 半 面 内 的 依据 :公理 2 说 的 足 两 个 平面 相交 于 一 条 直线 (这 条 直 
线 叫 做 这 两 个 相交 平面 的 交 线 )* 公 理 3 是 确定 平面 的 重要 依据 , 它 还 有 如 下 三 个 推论 

推论 1 过 一 条 直线 和 这 条 直线 外 定 一 个 平面 . 

推论 2 过 两 条 相交 直线 确定 -个 平面 。 

推论 3 ”过 两 条 平行 直线 确定 一 个 平面. 

2 空间 两 条 直线 的 位 置 关系 

(1 容 间 两 条 直线 可 分 为 共 面 ( 相 妇 或 平行 ) 直线 和 异 面 直线 两 大 类 . 

(2) 异 面 直线 

不 同 在 任何 一 个 平面 内 的 两 条 直线 叫做 异 面 直线 

判断 两 条 直线 为 异 面 直线 的 方法 有 :CD 反 证 法 ;@ 连接 平面 内 一 点 和 平面 外 一 点 的 
直线 ,和 平面 内 不 经 过 该 点 的 直线 是 异 面 直线 :@ 如 果 A, ‚А, 和 B, B: 4} SHE Ж S iñi 
直线 a.b 上 不 同 的 点 ,那么 直线 A, B, A, B, 是 异 面 直线 . 

关于 两 条 异 面 直 线 所 成 的 角 以 及 它们 之 间 的 距离 ,我 们 将 在 后 面 进行 专题 讲座 

《3) 平行 直线 

公理 4 ”如 果 空 间 中 的 两 条 直线 同 平行 于 一 条 直线 ,那么 这 两 条 直线 互相 平行 . 


— 2 


直线 与 平面 .平面 与 平面 的 性 质 定理 ,大 都 是 两 条 直线 平行 的 判定 定理 . 

(4) 垂直 直线 

如 果 两 条 直线 所 成 的 角 是 直角 ,那么 这 两 条 直线 互相 垂直 . 

直线 与 平面 ,平面 与 平面 的 性 质 定理 ,大 都 是 两 条 直线 垂直 的 判定 定理 . 

线 定理 ”在 平面 内 的 一 条 直线 ,如 果 它 和 这 个 平面 的 一 条 斜 线 的 射影 垂直 , 那 


么 它 也 和 这 条 斜 线 垂直 . 


三 委 线 定理 的 逆 定 理 ”在 平面 内 的 一 条 直线 .如 果 它 和 这 个 平面 的 一 条 斜 线 垂直 


那么 它 岂 和 这 条 斜 线 在 平面 内 的 射影 生 直 . 


每 3 点 可 作 多 少 个 平 而 ,将 取决 于 其 中 是 否 存在 


例 1 空间 4 个 点 ,过 其 中 3 点 作 平面 ,可 以 作 平面 的 个 数 为 … 
AIR ват 
C 个 或 4 个 D. 1 个 或 4 个 或 无 数 个 


Эт ”根据 公理 3, 不 在 同一 条 直线 上 的 三 点 确定 一 个 平面 . 对 于 空间 4 点 ,过 其 中 
共 线 , 因 此 需要 讨论 


解 ” 设 A.B,C.D 为 空间 4 个 点 ， 

D 若 其 中 有 3 点 共 线 ,不 妨 设 A、B.C 
ОЧИ ЕЕ F 

ЕЕЕ AHF 1 FE. 

(2) 若 其 中 任意 3 点 不 共 线 , 不 妨 设 A.B.C 不 共 线 , 则 A, B.C 确定 一 个 平面 a 

四 苦口 点 在 = 上 , 则 可 作 1 个 平面 

四 车 口 点 不 人 在。 上 , 则 可 作 4 个 平面 . 

综 上 所 述 ,应 选 结论 D. 

评注 ”对 于 3 个 以 上 的 点 确定 平面 个 霓 的 讨论 ,应 该 先 对 点 的 位 置 关系 进行 分 类 - 
例 2 (第 12 届 希 望 杯 数学 道 请 赛 试题) 设 a.b.c 是 空间 三 条 直线 ,下 面 给 出 5 个 合 


жат. 


O # а жт» 相交 ,b 和 c 相交 , 则 a 和 c 也 相交 ; 
Q жань Pih Mc 平行 , 则 a 和 < 也 平行 ; 
Ф жань kñ. 和 c ФЙ. а 和 < E: 
四 车 a 和 是 异 面 直线 ;5p 和 c 是 异 面 直线 , 则 a 和 c 也 是 异 面 直线 ; 
O # а Жї» 共 面 ,b 和 c Заа 和 < 也 共 面 . 


Ж. _ 


其 中 真 命题 的 个 数 是 - Š 
A.1 B.2 с.з D.4 


分 析 ”这 是 空间 关于 三 条 直线 两 两 位 置 关 系 的 一 个 传递 性 
问题 . 对 于 真 命题 ,要 能 给 予 证 明 ; 对 于 假 命题 ,要 能 举 出 一 个 从 Li 7 
当 的 反例 . 

解 ”命题 四 符合 公理 4, 是 真 命题 .0 .四 、 田 .@ 都 是 假 命 SESS 


题 . MR 1-1. ша 58 ТАВЬ, Науа К,а Care C 
Bra L Б.с b, hit EB Эй Ф.@.® 均 为 假 命题 ;借助 正方 体 
中 的 校 所 在 直线 的 异 面 关 系 , 也 容易 否定 命题 O. 故 本 题 应 选 A. 

评注 ”构造 反例 模型 图 是 否定 一 个 命题 常用 的 方法 . 常见 的 模型 图 有 正方 体 ,四面 
钵 、 空 间 四 边 形 , 平 行 六 面体 等- 

例 3 如 图 1-2, 点 入 .B,C 确定 的 平面 与 点 D、E,F 确 
定 的 平面 相交 于 直线 4,， 内 АВ 与 1 相交 ,EF 与 1 也 相交 . ix 
作出 平面 ABD 与 平面 CEF 的 交 线 . 

作法 (1) 连接 AB 交 ! 于 GG, 连 接 EF %1 FH: 


mia 


(2) 连接 DG Z T a 
‹з› 连接 CH 交 ғ A 
(4) 连接 _ ,此 即 所 求 作 的 交 线 . 


分 析 ”为 了 作出 两 平面 的 交 线 ,只 需 找 出 交 线 上 的 两 
个 点 ,而 每 一 个 点 又 需要 分 别 在 两 个 平面 上 通过 两 条 相交 
直线 米 确 定 . 因此 ,关键 还 是 要 作出 平面 . 注意 到 三 个 平面 
两 两 相交 有 三 条 交 线 时 ,其 交 线 或 交 于 一 点 ,或 互相 平行 . 
而 АВ 与 ! 是 相交 的 ,所 以 面 ABD tj l ABC \ 面 DEF 相交 
于 一 点 , 找 出 这 一 点 基 解 题 的 突破 口 . 

解 如 图 1 
G 在 面 DEF 上 ;连接 DG XEF 于 M, 则 点 M 在 面 ABD 上 ,又 
在 面 CEF 上 ,好 点 МАЕШ ABD 与 面 CEF 的 交 线 上 . 同 理 可 
作出 点 N, 则 直线 MN 即 为 所 求 . 

评注 “这 是 一 道 "展示 全 能, 留 窑 回 填 " 题 \ 它 有 利于 训 
练 思维 的 条 理性 和 克服 书写 的 随意 性 . 

例 4 ”如 图 1-4, 作 ABC 所 在 平面 和 人 和 A; B, C, 所 在 平面 
相交 ,并 且 直线 AA, BB, .OC, 相交 于 M 点 .求证 : 

(D 直线 AB MA, Bı HBR BC 和 B,C HX AC MAC 


分 别 在 同 平面 内 

(2) 如 果 直 线 AB MA, Bı ESR BC 和 B,C ,直线 AC HAC 分 别 相交 于 点 了 .QR、 
WA P.Q.R 三 点 在 同 -RAR E. 

分 析 ”对 于 第 (1) 小 题 ,要 证 明 直 线 AB MA, B, 在 同一 平面 内 ,根据 题 设 条 件 , 直 线 
AA, 和 BB, 相交 于 点 M, 所 以 它们 可 确定 一 个 平面 . 再 由 点 和 A,B 在 这 个 平面 上 ,根据 公理 
1, 直 线 AB 在 这 个 平面 内 . 同 理 , 直 线 А.В, 也 在 这 个 平面 内 ,对 于 第 (2) 小 题 , 可 考虑 证 明 
点 P.Q.R 部 在 平面 ABC HFEF А,В,С, BRR LE. 


证 明 CD 内 为 直线 AA, 和 BB, 相交 于 M 


,所 以 直线 AA, ft BB, 确定 一 个 平面 


SINH A € AA .HE BB, ILA € aB € с. 

从 而 ,AB C a. 

同 理 ,A1B, Са, 

故 直 线 AB МА. В, 在 同一 平 而 内. 

同 理 可 证 ,直线 BC 和 B,C ,直线 AC ЮА, С, 也 分 别 在 同 - -平面 内 。 

(2) 因为 PE AH ,所 以 PE Ж ABC. 

又 因为 PE AB AA P € FU А,В,С. 

Me P {ЕТШ ABC ШЖ A, BC 的 交 线 1 上. 

同 理 可 让 ,点 QR 也 都 在 交 线 ! 上， 

于 是 ,P.Q,R 三 点 在 同一 直线 上 . 

评注 (1 ) 证 明 直 线 在 平面 内 ,根据 公理 1, 只 要 证 明 这 条 直线 上 有 两 个 点 在 这 个 
PALIT 证 明 三 点 在 同一 第 直线 上 ,除了 应 用 平面 几何 知识 外 ,还 可 以 证 明 它们 
在 两 个 相交 平面 的 交 线 上 . 根据 公理 2. 两 个 相交 平面 的 交 线 是 唯一 的 ,由 光 可 判定 这 三 
点 在 同一 条 直线 上 . 

例 $ 在 正方 体 ABCD 一 A, B,C, D, 中 ,P.Q 分 别 是 正方 撕 BCC, B, M A, BC, D, 的 
中 心 .求证 :直线 AP 和 BQ 为 异 面 直线 . 

分 析 ”两 条 直线 的 位 置 关 系 按 共 面 与 可 来 分 只 有 两 种 :要 么 共 面 ,要 么 异 面 .因此 只 
EBET AP 5 BQ 共 面 ,那么 AP 与 BQ 为 异 面 直线 的 结论 便 自然 成 立 , 所 以 本 题 可 用 反 
证 法 , 证 明 两 条 直线 异 面 ,还 可 以 利用 结论 :过 平面 外 一 点 与 平面 内 一 点 的 直线 ,和 平面 
内 不 经 过 该 点 的 直线 是 异 面 直线 ， 

证 法 1 先 证 明 AQ 与 BP t ШИЖ. 

因为 QC / AC ,所 以 A.C.Ci.Q 四 点 在 同一 平面 上 

如 图 1-5, 设 直线 AQ 与 CC, 相交 于 M 点 , 则 M € 平面 BCC,B,. X A € ЖШ 
ВСС,В,,М Є BP. 且 ВР C Pi BCC, B, Pr AQ У ВР 是 异 面 直线 、 


Ro 


再 证 明 AP 与 BQ 是 异 面 直线 ,用 反 证 法 - 

假设 AP 与 BQ 在 同一 平面 。 内 . 则 A.B8.P.Q 四 点 都 在 平 
面 上 ,从 而 AQ 与 BP 在 平面 e 内 ,这 与 上 面 所 证 明 的 直线 AQ 
与 BP 是 异 面 直线 相 矛 质 . 故 AP 与 BQ 一 定 是 异 面 直线 . 

证 法 2 如 网 1-5, 因 为 AP C EM ABC D.B € 平面 
ABC, D, ,B € AP. 且 QE FMi ABC, D, . 故 直线 AP 5 BQ 是 异 
面 直线 . 

评注 本题 所 给 出 的 两 种 证 法 都 是 判断 两 条 直线 是 异 面 
直线 的 基本 方法 ,证 法 2 应 用 了 前 面 所 连 的 一 个 基本 结论 , 它 和 要 
将 其 中 一 条 直线 置 于 一 个 平面 内 ,而 另 一 条 直线 必须 与 这 个 平 
面相 交 , 且 交点 不 在 第 一 条 直线 上 , 

Ho 若 有 两 两 不 共 面 的 三 条 直线 , 则 存在 无 穷 多 条 直线 ， 
它们 与 已 知 的 三 条 直线 都 相交 , 且 其 中 任何 两 条 直线 都 不 在 同一 平面 内 . 

分 析 ”要 证 的 结论 有 两 个 ,一 是 存在 无 穷 多 条 直线 与 已 知 的 三 条 直线 都 相交 ;二 是 
存 所 存在 的 无 数 策 直 线 中 ,任何 两 条 都 不 共 面 . 前 者 可 通过 作 图 来 完成 ,后 者 需要 应 用 反 
证 法 来 证 明 . 


证 明 。 如 图 1-6, 设 4.6.c 为 不 共 面 的 三 条 直线 ,在 直线 上 a 
任 取 一 点 A, 过 5 和 Ac 和 A MEY Ña pN а MS REAL Е. 
过 点 A. sX 
因为 交 线 :与 直线 .< 者 不 平行 所 以 /与 4、 部 相 交 , 设 交点 £ CA 
分 别 为 B.C, 故 /为 所 求 之 直线 . 
MTA 是 直线 a 上 任意 一 点 , 故 与 直线 ab.e 者 相交 的 直线 т 
有 无 办 多 条 、 


BHA 是 直线 a 上 不 同 于 A 的 点 ,过 A 作 直线 ,使 之 与 直线 be 分 别 交 于 B'.C'. 

FARIS 在 同一 平面 7 内， В" € 7. RH B.B € b,C.C' Ec 所 以 
be € Yk bıce 不 共 面 矛 盾 , 故 直 线 (与 1 不 共 面 . 

综 上 所 述 ,与 两 两 不 共 面 的 二 条 直线 都 相交 的 直线 存 企 , 旦 有 无 数 多 条 ,其 中 任何 两 
条 都 不 在 同一 平面 内 - 

评注 (1) 在 几何 中 证 明 丰 在 性 问题 ,往往 都 是 从 作 图 入 手 ;(|) 证 明 诸 线 不 共 
面 ,通常 都 是 用 反 证 法 . 要 重视 这 些 证 题 思路 - 

@7 在 空间 四 边 形 ABCD 的 四 条 边 和 两 条 对 角 线 所 在 的 6 条 直线 中 ,互相 垂直 的 
直线 最 多 有 几 对 ?( 每 两 条 组 成 一 对 ) 

分 析 ” 先 构 造 一 个 空间 四 边 形 , 使 其 四 条 边 和 两 条 对 角 线 所 在 的 直线 中 ,有 6 对 互 
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ЖГ И Ж. HE EY RHE Ж — S БИЕ Е 7 对 .8 对 互相 垂直 的 直线 ,从 而 说 
明 互 相 垂直 的 直线 最 多 有 6 对 - 

М 分 三 步 证 明 最 多 有 6 对 互相 垂直 的 直线 . 

《1)6 对 是 可 以 达到 的 . 

如 图 1-7, 在 空间 四 边 形 ABCD 中 ,AB 1 平面 BCD.BC L ^ 
вр. 

ш Ан | PH BCD 知 ,AB | BC.AB 1 BD.AB 1 CD. XH 
三 重 线 定理 知 ,AD 上 BC.AC 上 BD. HME BC | BD ,就 得 到 6 
йн ШЖ. 

《2)8 对 是 不 可 能 的 

出 于 一 个 一 角形 的 内 角 中 最 多 有 一 个 角 为 直角 ,最 少 有 两 个 
锐角 ,所 以 四 个 面 三 角形 中 至 少 有 8 个 锐角 ,又 因为 6 条 直线 可 以 图 1-7 
组 成 15 对 直线 ,其 中 至 少 有 8 对 不 互相 垂直 ,所 以 互相 垂直 的 直 
线 不 超过 7 对 . 

(3)7 对 是 不 可 能 的 . 

着 不 然 ,有 ?7 对 互相 垂直 的 直线 ,因为 异 面 直线 只 有 3 对 , 故 至 少 有 4 对 重 直 的 直线 是 
共 面 的 ,从 而 空间 四 边 形 的 4 个 表面 都 是 直角 三 角形 , 且 3 对 成 异 面 直线 的 对 楼 也 互相 重 
直 . 此 时 ,一 个 顶点 在 其 对 面 上 的 射影 是 该 三 角形 的 重心 ,而 直角 三 角形 的 重心 是 直角 项 
点 ,所 以 这 个 空间 四 边 形 的 一 条 边 (或 对 角 线 ) 与 一 面 垂直 , 且 垂 足 就 是 直角 三 角形 的 直 
角 顶 点 ,这 时 这 个 面 三 角形 的 直角 顶点 所 对 的 面 必 为 锐角 三 角形 ,与 四 个 面 都 是 直角 三 
MEF. 

综 上 所 述 ,互相 垂直 的 直线 最 多 有 6 20. 

评注 《3) 中 用 到 空间 四 边 形 如 下 两 个 性 质 : 

Ci) 在 空间 四 边 形 ABCD Ф,Ж АВ | CD.BC | AD,AC 1 BD, A% À & BCD 
上 的 射影 是 AABC 的 重心 . 

Ci) 在 空间 四 边 形 ABCD 中 ,车 AB 上面 BCD, 且 BC | BD, 则 人 ACD 为 锐角 三 角 


в. 

这 两 个 性 质 的 证 明 , 留 给 读者 去 完成 . 

例 8 (第 1 局 国际 数学 奥林匹克 试题 ) 平 面 a 与 8 相交 于 直线 1, 在 平面 a 与 内 分 别 
给 出 不 在 直线 :上 的 两 点 A 和 C. 求 作 一 个 以 AB 和 CD 为 两 底 的 等 腰 梯形 ABCD ,使 之 
能 作 一 内 切 较 . 并 要 求 点 在 平面 内 ,点 D 在 平面 8 内 - 

分 析 ”这 是 一 个 空间 作 图 问题 ,需要 转化 为 平面 几何 问题 逐步 加 以 解决 . 要 完成 作 
图 , 先 要 考虑 作出 梯形 ABCD 所 在 的 平面 AC ,然后 在 平面 AC 内 ,再 考虑 能 容 内 切 加 的 等 
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腰 梯 形 的 作 图 . 
解 ”由 分 析 得 到 如 下 作法 ,如 图 1-8 所 示 . 
СУЕТ а. ШАА АВ ССр / д 
Z < 
(D 过 两 平行 直线 AB 和 CD 作 平面 AC; 
(3) 在 平面 AC 内 ,经 过 A 作 AE 上 CD. ERA E; 
(D 以 A 为 加 心 .CE 为 半径 ,在 平面 АС HEM. на 
CD FADA D {IF CE WEKRE 
(5) 在 射线 AB 上 ,截取 АВ = CE — DE; 
(6) 在 平面 AC 内 ,连接 AD 和 BC, 则 平面 四 边 形 ABCD 符合 要 求 . 
下 面 证 明 这 一 事实 (如 图 1-8); 
由 作法 知 ,点 B,D 分 别 在 平面 e .8 内 , 且 AB // CD , 故 平面 四 边 形 ABCD 为 梯形 . 
在 平面 AC 上 ,过 点 B8 作 BF | С.Ж Р.а ЛВ = EF ,AE = BF. 于 是 ,有 
ВС = JBF FCF" = JAE + (СЕ _ ЕРУ! 
~ JAE F (CE ABY = JAE FDE" 
由 作法 (5) 知 ,CE — АВ = DE ,所 以 WAE + DE? = AD. 
因此 ,梯形 ABCD ВВВ. 
又 因为 AD + BC = 2AD = 2CE = СЕ + (EF + СЕ) = СЕ + (AB + DE) = AB + 
(CE + DE) = AB + CD ,所 以 等 腰 梯 形 ABCD 必 有 一 内 切 图. 
事实 上 ,以 等 腰 梯形 ABCD 的 对 称 轴 夹 在 两 底 间 的 线段 
为 直径 作 圆 ,就 是 它 的 内 切 图 . 
上 面 ,对 作 图 无 误 进 行 了 论证 ,这 里 再 对 作 图 的 个 数 进行 “ 
讨论 . 由 作法 (4) 知 ,以 点 A 为 圆心 ,CE 为 半径 在 平面 AC 内 
， 作 弧 时 有 且 仅 有 如 下 三 种 情况 发 生 : 
MEI CE > AE MR SHA CD 有 两 个 交点 D MID’. 
此 时 ,不 仅 有 解 , 且 有 两 解 , 即 两 个 全 等 的 等 腰 梯 形 ABCD 和 
AB'CD', 如 图 1-9 所 示 
情形 2 СЕ = 4AE, 弧 线 与 直线 CD HY. 此 时 ,只 有 一 解 ， (ву 
WAD 与 AE 重合 ,梯形 变 为 正方 形 . 
情形 3 CE < AE дауа CD 相 离 . 此 时 无 解 . 
评注 ”本 题 属 定 位 作 图 ,风能 作出 多 少 个 适合 条 件 的 图 p Ne 
形 .不 论 全 等 与 否 , 就 说 有 多 少 个 解 . 根据 题目 所 给 条 件 ,A.C 部 
是 定 喜 , 如 图 1-10, 射 线 ACB)、C(D) 都 有 确定 方向 ,因而 角 a 也 
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лр 


是 确定 的 ,所 以 作 图 能 否 完成 ,也 是 取决 于 角 a 的 大 小 .事实 上 ,根据 角 a 小于、 等 于 ,大 于 
AS 这 三 种 情况 进行 讨论 , 英 结 果 与 上 太一 致 . 


何 
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思考 题 1 (1997 年 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) 如 果 空间 二 条 直线 a.b.c 两 两 成 异 面 直 
RIA abe 都 相交 的 直线 有 oE J 

лож B1% C. 多 于 1 的 有 限 条 D. 无 穷 多 条 

分 析 ”由 三 条 直线 4.5.c 两 两 异 面 ,我 们 联想 到 一 个 平行 六 面体 的 12 条 校 . 这 12 条 
校 可 分 成 三 组 ,每 组 中 的 4 条 楼 都 互相 平行 ,在 每 一 组 中 各 取 一 条 直线 ,使 取出 的 这 三 条 
直线 两 两 异 面 . 因此 ,本 是 可 通过 构造 平行 六 面体 ,使 问题 得 到 整体 解 次 

М 无论 a.b.e 的 位 置 关系 是 怎样 的 ,总 可 以 作 一 个 平行 六 
面体 ABCD — A, B,C, Dı ,使 AB 在 直线 a 上 ,B,C, 在 直线 b 上 ， 
DD, ERR ¢ E ,如 图 1-11 йж. 

FHER DD, 的 延长 线 上 任 取 M, 由 点 M 与 直线 4 确定 一 
个 平面 ,平面 a HR BC, 交 于 点 ,与 直线 A.D, 交 于 点 QM 
PQ // a. 于 是 ,在 平面 。 内 ,直线 MP 与 a 不 平行 , 则 MP 必 与 直线 
a 相交 ,不 妨 设 交点 为 N. 故 这 样 的 直线 MN 就 同时 与 直线 a、b、e 


都 相交 ， 

由 M 的 取 法 有 无 穷 多 种 ,因而 同时 与 a.b.c 都 相交 的 直 
线 就 有 无 数 多 条 。 

评注 ”本题 的 证 明 步 硬 主 要 有 两 步 :一 是 通过 作 图 说 明达 样 的 直线 存在 ,二 是 说 明 
这 样 的 直线 有 无 数 多 条 . 


思考 题 2 已 知 :直线 4 和 6 是 异 面 直线 ,直线 c // a, 直 线 5 与 Na 
《不 相交 .求证 ,直线 和 * 是 异 面 直线 . 


证 法 1 Шор 不 是 异 面 直 线 , 则 4 与 相交 或 平行 . 
因为 6 与 不 相交 ,所 以 b/c 
又 因为 c // a, 所 以 a // 5, 这 与 a.6 ERE ИНЖИ. 


Hb 与 是 异 面 直线 . 
证 法 2 如 图 1-12, 因 为 c Да 与 < 确定 一 个 平面 a- тл? 
又 6 与 < 是 异 面 直线 ,所 以 直线 4 上 必 存 在 一 点 8 € ERR, 

N bC a, 便 与 .a ШР). 


Ж. _ 


于 是 ,6 tja 相交 或 平行 (自然 分 类 ) 

Ф #5 Па A, 则 由 与 c 不 相交 知 ,A € c, 于 是 ,0 与 < 是 异 面 直线 , 

(2) #5 // asl) b 5c 平行 或 异 面 .( 二 次 分 类 ) 

当 5 Ne 时 , 则 由 c // a, 得 a ЪЗ. 于 是 ,只 有 少 与 < RE. 

综 上 所 述 ,直线 与 c 是 异 面 直 线 . 

评注 ”空间 两 系 直 线 的 位 置 关系 ,只 有 相交 ,平行 和 并 面 三 种 情形 ,已 知 两 条 直线 不 
相交 ,因此 只 要 否定 了 这 两 条 直线 平行 ,这 两 条 直线 是 异 面 直线 的 结论 就 自然 成 立 了 , 以 
上 两 种 证 法 ,都 需要 否定 凡凡 <, 常用 反 证 法 - 


BERNA. 
一 选择 是 
1. 如 果 平 面 。 与 另外 两 个 平面 8. 都 相交 ,那么 这 


个 平面 的 交 线 的 条 数 是 


A.2 в.з C.2 或 3 D.1 或 2 或 3 
2. 已 知 一 直线 和 直线 外 不 共 组 的 三 点 ， Аккала КА TERRE 


一 平面 内 ,那么 这 条 直线 和 直线 外 三 点 可 确定 平面 的 个 数 是 
A.3 B.4 
З.Ж D Ж AABC 所 在 平面 外 一 点 

直线 EF 与 HG 相交 于 点 尸 , 则 点 已 “ 
А. 一 定 在 直线 AC 上 
В. 一 定 在 直线 BD 上 
C, 可 能 在 直线 AC 上 ,也 可 能 在 直线 BD 上 
D. 8 + 6 ñ Җ AC 上 ,也 不 在 直线 BD 上 P 
4. 如 图 1-13. 长 方 体 ABCD — A, BC D, 的 底面 是 边 长 为 a 的 正 

ЖЖ. 6 WW АА, 上 至 少 存在 一 点 已 ,使 得 人 BPC, = 90", 则 该 长 


方 体高 的 最 小 值 为 
А.а В, 2a 
C. За D. 4а 


5. 设 awb 是 平面 a 外 的 两 条 直线 ,车 a.b 在 平面 a 内 的 射影 是 … 
A. 两 条 相交 直线 . 则 a Ж» u 
В. 两 条 平行 直线 , 则 a fb FF 


,两 条 垂直 直线 Mat ёй 
D. 一 条 直线 和 这 条 直线 外 一 点 , 则 a 和 妈 是 异 面 直线 
6. (2002 年 湖南 省 高中 数学 奥林匹克 试题 ) 在 正方 体 的 一 个 面 所 在 的 平面 内 ,任意 画 
一 条 直线 , 则 与 它 异 面 的 正方 体 的 校 的 条 数 是 - É Sy 
A.4 或 5 或 6 或 7 B.4 或 6 或 7 或 8 
C.6 或 7 或 8 D.4 或 5 或 6 
7. 给 定 下 列 两 个 关于 异 面 直线 的 命题 : 
命题 ] 若 平 面 a 上 的 直线 a 与 平面 8 上 的 直线 为 异 面 直 线 , 直 线 c 是 a 与 及 的 交 
线 , 那 么 c 至 多 与 a.b 中 的 一 条 相交 ; 
命题 上 | 不 存在 这 样 的 无 穷 条 直线 ,它们 中 的 任意 两 条 都 是 和 异 面 直线 
那么 
人 .命题 [正确 ,命题 Ú 不 正确 
B. 命题 Ú 正确 .命题 | 不 正确 
Com | 和 命题 Ú 都 不 正确 
D. 命 是 | PRR | 都 正确 
8. 设 w,bp 是 互相 垂直 的 两 条 异 面 直线 ,MN 是 它们 的 公 重 线 航 , 也 是 MIN 上 前 于 MN 
的 一 点 ,A、B 分 别 蚌 a.b 上 的 点 , 则 ДАРВ Ж - (0) 


В. 直角 三 角形 
D. 以 上 三 种 靖 形 都 有 可 能 


二 ,填空 题 


9. 巴 知 空间 不 共 面 的 四 个 点 , 则 与 这 四 个 点 距 高 相等 的 平面 的 个 数 为 у 
OLES E EEEE ЕНЙА УШШ __ RE. САВТ 
ETE 充 要 "中选 一 个 填 入 ) 

П. барс 是 两 两 做 直 的 异 面 直线 ,d 是 bc ИЖА, а 与 a 的 位 置 关 系 是 


к” 


12. 若 直线 1 与 平面 a HX OA. AABEL ACD € а. В АС // ВР, OCD 
三 点 的 位 置 关系 是 

13, 一 个 水 平 二 的 平面 图形 的 名 二 测 直 现 图 是 一 个 底 角 为 45", 驮 和 较 短 的 底 边 长 
УТ 65% 4.5 ¿ k dR TELLE] 

1.24 tP ЯҖ 6 个 部 分 ,那么 这 三 РТТ 

15. 从 正方 体 的 12 S EES LEVE S ES ELE TEE ТТҮҮҮҮТҮП 
ИЮН ЕЯЕЙНФ ,И л ЙХҖЗЯ__ _ _. 


аф һ 


какаш 
16. 空间 中 不 全 在 一 个 平面 上 的 有 限 点 集 M, 它 具有 如 下 性 质 :对 任意 的 A EMB 
人 EM, 总 有 CE MRD € M, 使 得 直线 AB 和 CD 是 后 此 平行 的 两 条 不 同 直线 . ИМА 
的 个 数 可 以 是 (把 你 认为 正确 的 序号 者 浪 上 
D4 1:96 个 :@10 个 


17. 过 空间 一 点 中 作 不 在 同一 平面 内 的 三 条 射线 PA .PB .PC. 证 明 ; 人 APB、 人 BPC 
的 平分 线 与 CCPA 的 邻 梓 角 的 平分 线 在 同一 平面 内 - 

18. ab É G Ë A.S P€ aP € b. F|: t P Ë Ë 6 3 fE Ñ BI 与 a.b 都 相交 ?如 
果 可 作 , 能 作 多 少 条 ?如 果 不 可 作 ,请 说 明理 由 . 

19, 如 图 1-14, 在 长 方 体 ABCD — A,B,C,D, 中 ,AB .DB，、 
AD OC 两 两 成 异 面 直线 . 现 作 一 对 祖 交 真 组 44 使 如 与 4 
AB .DB, 都 相交 ,4; 与 A D, CC, 都 相交 . 求证 :这 样 的 相交 直线 
аа 有 无 穷 多 对 

20, 空间 中 有 不 共 面 的 个 (mn DO 点 ,求证 :存在 无 穷 多 个 人 в 
平面 ,恰好 通过 其 中 的 两 个 点 . шн 

《说 明 ”本 是 是 著名 的 西 尔 维 斯 特 (Sylvester) 问题 , 西 尔 维 斯 特 是 19 世纪 黄精 犹 太 
数学 家 ,他 很 富有 想像 力 ,提出 过 许多 缚 测 , 其 中 昌 有 错误 铺 测 ,但 多 数 铺 测 是 正确 的 . 此 
间 题 是 1893 年 提出 来 的 ,但 是 直到 1933 年 . 才 有 人 给 出 解答 . 最 初 的 解答 不 用 了 高 
深 的 数学 知识 ,而 且 极为 繁琐 . 若干 年 后 . 才 有 人 利用 极端 原理 ,给 出 了 一 个 初等 证 明 。) 


ГА 


第 和 讲 直线 与 平面 的 位 置 关 系 


эше DRAR 


4. 直线 与 平面 的 位 置 关系 

(DO 直线 在 平面 内 。 好 直线 上 至 少 有 两 个 点 在 这 个 平面 上 . 

(2) 直线 在 平面 外 即 直 线 上 最 多 有 一 个 点 在 这 个 平面 上 . 因此 ,直线 在 平面 外 又 
可 分 为 直线 与 平面 平行 (没有 公共 点 ) 和 直线 与 平面 相交 (有 且 仅 有 一 个 公共 点 ) 两 种 
情况 ， 

2, 直线 与 平面 平行 

Ох 如果 一 条 直线 与 一 个 平面 没有 公共 点 ,我 们 就 说 这 条 直线 与 这 个 平面 
平行 . 

(2) 判定 。 如 果 平 行 外 的 一 条 直线 和 这 个 平面 内 的 一 条 真 线 平行 ,那么 这 条 直线 和 
这 个 平 击 平行 . 

希 要 指出 的 是 .两 个 平面 平行 的 性 质 定理 往往 是 直线 与 平面 平行 的 判定 定理 . 

《3) 性 质 。 如 果 “… 条 直线 和 一 个 平面 平行 ,经 过 这 条 直线 的 平面 和 这 个 平面 相交 ， 
那么 这 条 直线 和 交 线 平行 

需 昌 指出 的 是 .上述 线 面 平行 的 性 质 定理 实质 上 是 线 线 平行 的 一 个 判定 定理 . 

3. 直线 与 平面 垂直 

《1) 定义 如果-- 条 直线 与 一 个 平面 内 的 任何 一 条 直线 都 垂直 ,我 们 就 说 这 条 直线 
与 这 个 平面 垂直 . 

(2) 判定 

定理 ! 如果 一 条 真 线 和 一 个 平面 内 的 两 条 相交 直线 都 垂直 ,那么 这 条 直线 垂直 于 
这 个 平面. 


Ф. 


定理 RG KOT т —ЖЕНЕ—1Ж#Ш,Ж25—ЖШЖИ ТАТҮ 
面 - 

需要 指出 的 是 ,两 个 平面 垂直 的 性 质 定理 往往 是 直线 和 平面 垂直 的 判定 定理 . 

《3) 性 质 ”如果 一 条 直线 垂直 于 一 个 平面 ,那么 这 条 直线 垂直 于 这 个 平面 内 的 任何 
一 条 直线 . 

上 述 线 面 垂直 的 性 质 定理 也 是 线 线 垂直 的 一 个 判定 定理 

(4) 三 垂 线 定理 及 其 逆 定 理 。 参见 第 1 讲 . 
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例 1 (第 15 HOHE MIR RIED) 已 知 两 相交 平面 o 与 ,直线 4 | а › 

A.B 内 必 存 在 直线 m // 1. 且 必 存 在 直线 n |! 

B.8 内 不 一 定 存在 直线 m // 1, 且 不 一 定 存在 直线 n 11 

C.8 内 不 一 定 存在 直线 mm // 1, 但 必 存 在 直线 n 上 人 

DD.B 内 必 存 在 直线 m // 4, 但 不 一 定 存 在 直线 n 1 1 

分 析 。 本题 可 通过 正确 论证 和 反面 举例 相 结合 的 方法 做 出 判断 . 

Ж ”不妨 设 e Па n Mh L e, 立 得 ! 上 六 可 见 ,内 必 存 在 直线 1 1. 

如 果 有 内 存在 直线 由 /1, 则 由 /等 有 ,得 :内 及 又 1 上 ea 所 以 有 Lo, 这 与 和 o 只 是 
相交 关系 不 相符 ,所 以 这 样 的 直线 m 不 一 定 存在 . 

ЖБ С. 

评注 。 本题 也 可 以 通过 作 图 ,排除 A.B.D, 从 而 做 出 判断 

例 2 (2003 年 天 津 市 高 中 数学 联赛 试题 ) 已 知 在 正三 楼 柱 ABC 
一 ABC 中 ,DD 是 BC 的 中 点 ,是 AA, 上 的 一 个 动 点 вй =m. А 
# AD / 平面 B.CE, 则 т 的 值 等 于 

分 析 可 失 作 出 符合 题 意 的 示意 图 . 南 AD / 平面 CE М.Ж 
T BCE 中 必 存 在 一 条 直线 与 AD 平行 ,这 条 直线 在 何 处 呢 ? 在 立体 


图 形 中 ,直线 往往 产生 于 两 个 相交 平面 的 交 线 . 为 此 ,可 从 作 平面 人 
+. 


解 ”如 图 2-1, 过 直线 AD MAA, 作 平面 , 交 侧 面 BCC, Bı T | 
DD, .W D, 为 ВС, 中 点 . т 


设 DD, 与 B.C 于 点 F ,连接 EF. 


лө | 
因为 AD / 平面 BCE, 所 以 AD / ЕР. 
дїй DD, // BB EL DX BC 的 中 点 ,所 以 下 是 B.C 的 中 点 ,也 是 DD, 的 中 点 . 


因为 ADD,A, 为 平行 四 边 形 ,所 以 下 为 AA, 的 中 点 , 故 m 二 ÉE 


评注 本题 主要 考查 直线 与 平面 平行 的 性 质 , 关键 是 确定 平面 ADD,A, 与 平面 
ВСЕ 的 交 线 EF HANE A F HAL. 
例 3 如 图 2-2,ABCD 和 ABEF 是 两 个 全 等 的 正方 形 ,M.N 分 别 是 对 角 线 AC .BF 
上 的 点 ,月 АМ = FN. 求 证 :MN // 平面 BCE. 
分 析 WEH MN // 平面 BCE, 只 要 在 平面 BCE 内 找到 一 条 直线 与 MN 平行 即 
可 .事实 上 ,这 样 的 直线 是 很 多 的 ,下 面 我 们 给 出 两 种 不 同 的 证 法 . 
证 法 1 如 图 2-2, 过 点 M,N 分 别 作 MH // AB.NG // АВ, A 
与 BC .BE PRIX T Н .G.3S GH .W MH // NG. П 
АС = FB, 所 以 CM = BN. 
ZNGB = 90", 2МСН = МВС. 所 以 
RIAMHC 2 RIANGB „4i MH = NG. 4 + 
所 以 MNG 为 平行 四 边 形 ,NH / HG. т?? 
因为 MN Z 平面 ВСЕ. HG 己 平 面 BCE, 所 以 MN // ¥ 
ВСЕ, 
证 法 2 ”如 图 2-3, 连 接 AN K BEREKA) TP. Я 
连接 CP。 (es 
чий е JAN 4 Р 
在 平面 ABEF 内 ,因为 AF / BP ,所 以 人 万 
办 为 EN = AM.FB = AC ,所 以 个 = AM, 
从 而 ,在 平面 ACP 内 ,有 MN // CP. 
X MN Z PT BCE ,CP 己 平 面 BCE, 所 以 MN // Ж BCE. 
评注 (1 ) 在 平面 BCE 内 ,作出 直线 GH(& CP) 是 证 明 本 
题 的 关键 1( 是) 解答 本 十 的 第 一 感觉 好 像 应 证 明 MN / CE .但 这 
дө. 
BM4 Pd 2-4,P 为 正方 形 ABCD 外 一 点 , 且 PA 上 平面 8 
ABCD,PC | 截面 AEFG. 求 证 : 
(DAE | PB.AG | PD; 


(DAF | BG. 
分 析 WE AE | PE .只 需 证 明 AE | 平面 PBC BAJ. ЖЕАР | BG, 由 于 AF 上 


Ф. 


BD ,所 以 只 需 证 明 EG // BD. 


证 明 (1) 内 为 PA | 平面 ABCD ,所 以 AE 在 平面 ABCD 上 的 射影 为 AB. 

又 BC | 4B ,所 以 BC | 4AE( 三 垂 线 定理 )- 

因为 PC | 平面 AEFG, RE PC | AE. 

所 以 AE | 平面 PBC, 故 AE | PB. 

同 理 可 证 ,AG 1 PD. 

(2) 因为 PA | 平面 ABCD ,所 以 АЕ 在 平面 ABCD 上 的 射影 为 AC. 

X BD | AC ,所 以 BD | AF SERERD). 

因为 RIAPAB 2 RIAPAD,RIAPEA t2 RIAPGA „ЯШ PB = PD.PE = PG. 

TE, BÊ = RD 4 BG / BD. 

MAF | BG. 

评注 《1 ) ДЕЯКА йн вй л = qñ tC Ae Ж т). Tm B is l A 
A AEEA i) 对 于 第 (2) 小 题 ,关键 是 证 明 EG // BD. 

BS 如 图 2-5, 已 知 PA 1 E ABCD 所 在 平面 ,M、N 分 别 是 
АВ .PC 的 中 点 . 

(1) 求证 :MN / 平面 PAD， 

(2) 来 证 :MN | CD, 

(3) # ZPDA = 45° ,求证 :MN 上 平面 PCD. 

分 析 ”要 证 明 MN / 平面 PAD. ARIE MN 平行 于 平面 PAD p 
内 的 某 一 条 直线 . 这 * 某 一 条 直线 " 在 何 处 ?注意 到 M.N ЯАВ 
PC 的 中 点 ,可 取 PD 的 中 点 EE, 从 而 只 须 证 明 MN // АЕ RET. 要 证 
MN 上 CD ,可 证 MN 1 АВ. С 知 , 须 证 AE L AB. 对 于 第 (3) 小 题 ,由 (2) 知 ,MN L 
CD, 即 AE 1 CD, 再 证 AE L PD WE. 


证 明 (1) 取 PD 的 


Г 


图 2-5 


ҖЕ, ИНЕ AE .EN W EN 2 TCD. ТАВ. ZAM ,tk AMNE 


为 平行 四 边 形 . 从 而 MN // AE. 
X MN S YH PAD.AE C 平面 PAD, 所 以 MN // Fi PAD. 
(2) 因为 PA 1 Pii ABCD ,所 以 PA 1 AB. 
XAD | AB ,所 以 AB | 平面 PAD. 
所 以 AB L AE, 即 AB | MN. 
又 CD // AB, 所 以 MN 1 CD. 
(3) 因为 PA | 平面 ABCD ,所 以 PA | AD. 
X ДРА = 45", 目 下 为 PD 的 中 点 ,所 以 AE 1 PD, 邮 MN 1 AD. 


„Ф 


由 (2) 知 ,MN 1 CD. 

Ë MN | 平面 PCD- 

例 6 已 知 三 个 平面 两 两 相交 ,有 三 条 交 线 , 求 证 :这 三 条 交 线 交 于 一 点 或 互相 平行 . 

分 析 ”从 已 知 条 件 和 结论 看 平面 两 两 相交 所 得 的 三 条 交 线 ,是 交 于 一 点 还 是 
互相 平行 ,关键 取决 于 其 中 两 条 交 线 是 交 于 一 点 还 是 互相 平行 . 设 a 站 8 二 awa 站 y=b， 
MAR ab BEF Hie 内 ,因此 直线 a 与 4 要 么 相交 ,要 么 平行 ,由 此 可 分 别 进行 讨论 ， 

EM Тару Фа Пв аа Пу BAN Y= e. 

AN a N A= аа N y = Б. a C asb C a. 

在 平面 内 ,直线 a 与 4 相交 或 平行 . 

(DD 如 果 a b= P, 如 图 2-6. 

因为 PE aa C BM P € B. з 

ИШ P € Br y = с. s 

这 说 明 abe 交 于 一 点 PP。 ms 

(2) 如 果 a // 和 ,如 图 2-7. 

масус у. Ва // Ьа / Y. 

RAX a CRAN у = <, 所 以 Ne 

Aii abe 互相 平 

综合 (1).(2) 知 , 三 条 交 线 b. 交 于 一 点 或 互相 平行 . 

评注 。 本题 入 手 较 围 难 ,应 从 同一 平面 内 的 两 条 直线 的 位 置 关系 
考虑 . 证 明 三 条 交 线 uc 共 点 于 己 时 ,已 知 a 门 一己 ,接着 应 证 明 P 图 2.7 
€ ci 证 明 三 条 交 线 de 互相 平行 时 ,已 知 ab, 先 证 上 与 包含 入 的 平 
面 y 平行 ,再 借助 于 线 面 平行 的 性 质证 明 a / c. 

例 7 如 图 2-8, 已 知 平行 六 面体 ABCD —A, B,C, D, HNE 
ifi ABCD 是 郑 形 ,内 Z C,CB = ZC,CD = Z BCD. 

(D 证 明 ;CIC | BD: 


(2 MEE BIN E DE EBE A,C 上 平面 C, BD? 请 给 出 
证 明 . 
分 析 ”对 于 第 (1) 小 题 .党 证 明 C.C | BD ,可 证 明 BD | 图 2-8 


ЖШ АСС, А. 若 注意 到 底面 ABCD 33836 BD 1 AC ,也 可 以 证 明 C, C 在 底面 上 的 射影 
为 AC. 对 于 第 (2) 小 是 ,由 于 ССВ = ZC,CD = ZBCD.CB = CD, Wie. MEE 
时 ,C 一 C,BD AEZH, IEN A,C 1 FE GBD. 


Ф. 


解 (1) 证 法 1 连接 AC.A,C, 设 AC 和 BD 的 交点 为 O. 连 接 C.O. 

因为 四 边 形 ABCD 是 菱形 ,所 以 BD | AC. B СВ = CD. 

又 因为 ZC;CB = LCCDsCC 公 用 ,所 以 AC1CB 2 ACCA CB = Ср. 

HX O» BD 的 中 点 ,所 以 BD 1 C,O. 

于 是 ,8D 上 平面 ACC,A,. 

Ë BD 1 CC. 

证 法 2 因为 LC,CB = 一 CICD ,所 以 点 C, 在 平面 ABCD 上 的 射影 在 人 BCD 的 平 
分 线 上 . 

又 因为 四 边 形 ABCD EKL CA 平分 人 BCD. 

从 而 ,点 C, 在 平面 ABCD 上 的 射影 在 CA 上 , 即 CIC 在 平面 ABCD 上 的 射影 为 AC， 

因为 BD | AC, 所 以 BD | CCC 三重 线 定理 ). 

(2) 由 (1) 知 ,BD 上 平面 ACC,A' 从 而 BD | АС. 


当 CDDC, RER. MER = 1 时 .CDD,C 和 ABCD етан BD 上 


AC 及 对 称 性 知 , 也 有 C, D LAC. 
BAC ЖС Вр. 
评注 ”对 于 第 (1) 小 题 ,证 法 2 比较 简单 , 它 主要 应 用 了 课本 中 一 道 习题 的 结论 , 对 


于 第 (2) тж. Ажаяе о = 1 然后 由 四 边 形 CDD,C, 和 ABCD Ж ж £ f £ 


形 , 根 据 时 称 性 ,由 BD | ANC, 推 知 CiD | AIC, 从 而 证 明了 AsC | 平面 C,BD. 
例 8 (2006 年 天 津 市 高 考试 题 ) 如 图 2-9, 在 五 面体 Ж 
ABCDEF 中 ,点 O 是 矩形 ABCD 两 对 角 线 的 交点 , 面 CDE 是 等 


边 三 角形 ,楼 EF L 
O) 证 明 :FO /平面 ECD: 


(2) Bk BC = (FCD iE: EO | Ж FCD. + 
分 析 WEN FO // 平面 ECD ,只 需 在 平面 ECD 内 找到 -条 直线 ,使 其 平行 于 FO. 


注意 到 O 〇 为 矩形 ABCD tsb D FEL вс. CD 的 中 点 M, 只 需 证 明 OMEF 为 平行 
四 边 形 即 可 , 对 于 第 (2) 小 题 ,要 证 明 БО | 平面 FCD. HR iE РО 垂直 于 平面 PCD 内 的 


两 条 相交 直线 即 可 . 由 EM — ?ср,ом = LBC = Ср 知 ,OMEF HE HAMR 
EO 上 FM. 再 通过 线 面 重 直 证 明 CD | БО 即 可 . 
证 明 (1) 取 CD 的 中 点 MM, 连接 OM .EM. 


„Ф 


кла] 
在 矩形 ABCD sh .OM 4 + BC. X N ЕЕ £ EBC, FE LOM. 


于 是 ,四 边 形 ОМЕР 为 平行 四 边 形 , 则 FO // ЕМ. 
又 因为 FU) Ç 平面 ECD ,EM C 平面 ECD, 所 以 FO // 平面 ECD. 


(2) 连接 FM ,由 (1) 和 已 知 条 件 ,在 等 边 ABCD 中 ,EM = CD. X EF = ВС = 


县 cp ,所 以 EM = EF. 


因此 ,平行 四 边 形 OMEF 为 姜 形 ,从 而 ED 1 FM. 

又 因为 CD 1 OM ,CD | EM ,所 以 CD | 平面 OMEF, 从 而 CD 1 PO. 

故 ED | 平面 FCD. 

评注 ”五 面体 对 于 考生 来 说 并 不 是 很 熟悉 ,但 本 题 所 用 到 的 知识 和 方法 都 是 很 闫 本 
的 ,主要 考查 直线 与 平面 平行 和 者 直 的 判定 


XE BIAR 


思考 题 ! 如 图 2-10, 在 直 三 棱柱 ABC — A, B.C, 中 ,CACB = KA 4 
90", Z BAC = 30°. ВС = 1,AA, = (O, M ER CC, 的 中 点 .求证 :AM 
LAB. 
分 析 有 两 种 思路 :一 是 注意 到 ВС | Pi ACCA AC 是 直 
线 A1B 在 平面 ACC,A, 上 的 射影 ,只 需 证 明 AM | ACME. 在 同一 
平面 内 证 明 两 条 直线 垂直 , 可 利用 平面 几何 知识 ,也 可 用 解析 法 . 二 8 /> 
是 考虑 到 题目 所 给 定理 性 条 件 较 多 .可 考 弄 通过 计算 证 明 异 面 直线 
АМ 5 A, B 所 成 的 角 为 90 


证 法 1 I ZACH = 90"( 即 BC | AC).BC | CC， 所 以 BC мы 
L PH ACCA LACRA ВЕТ АС 上 的 射影 ,因此 只 需 证 明 C 4 
AM | A.C. 
如 图 2-11, 设 AM 与 AIC 的 交点 为 N. # 
在 RtAACM M Rt AGC, A, 中 ,4C = AG = 3.06, = /6.MC = 
с Я 
所 以 RtAACM 2 RIAC, A, 4i ДАМС = /СА,С\. тг! 


Ff 


АШ MNA, ‚С, 
所 以 MNA 
ШАМ | A.B. 

证 法 2 由 证 法 1 知 ,只 需 证 明 AM | AC. 

建立 直角 坐标 系 如 图 2-12 所 示 . 则 CODAI, ” 


A (7E) (o). 


KEN. 
180° — ZMC,A, = 90°, AM | А.С. 


因为 Kw Kue = 
所 以 AM 1 AC. 
ЖАМ | А,В, 
证 法 3 如 图 2-13, 延长 BA F| D. 使 AD = АВ, ff: 

DD, ZAA,, i A, D, „Ар, DIM.CD， 则 DIMA А,В, КШ 182-12 


LDAM 为 异 面 直线 AM 与 A,B 所 成 的 角 . 


AC коме (5+ (E) = 2 н + 2. 
因为 AM: = AC: + CM? = (V3) + ($) 7 2574 
ADÎ = А,В? = AB: + АА{ = 2° + (6) ~ 10, A 
DM = C,M' +C, D} = CM + (A,CÎ +A, D} ~ 2A,C, + < 
A; Dıcos150°) a л р 
= (4) + (JF) + 2: — 2 + 3. 2сов150° € 
_ 2-13 
р. 


所 以 AM: + ADI = 29 = DIM , 则 AM | D.A. 


2 

故 AM | А,В, 

评注 ”本 题 主要 体现 了 等 价 转化 的 数学 思想 . 其 中 前 两 种 证 法 都 是 将 其 转化 为 在 同 
一 平面 内 证 明 两 条 直线 要 直 ,这 是 解决 立体 几何 问题 的 一 种 基本 思路 , 证 法 3 是 将 证 明 两 
条 凡 面 直线 委 直 转化 为 计算 它们 所 成 的 角 为 90 ,这 也 是 证 明 线 线 委 直 的 一 种 常用 技巧 . 
当然 ,本 题 还 可 以 通过 建立 空间 直角 坐标 系 , 利 用 向 量 的 方法 来 证 明 , 

思考 题 2 ¢ SABC 中 ,人 BAC = 60°, P J ДАВС 所 在 平面 外 一 点 ,有 РА = РВ 
= PC, ZAPB = ZAPC = 90°. 

01) 求证 :PB 1 Pii РАС: 

(2) # H Ж SABC 的 垂 心 ,求证 :H 是 已 点 在 平面 ABC 上 的 射影 ; 


„ Ф 


КШ ти 


(3) # G, G: Я APAB A A PBC 的 重心 ,求证 :G,G: // 平面 PAC. 

分 析 ШИН 2-14, 要 证 明 PB | 平面 PAC. 由 于 PB | РА. 
所 以 只 需 证 明 PB | PC 或 PB 1 AC 即 可 . 对 于 (2), 只 需 证 明 PH 
二 平面 ABC Ва], 对 于 (3) WER GG: // 平面 PAC, 只 要 证 明 
6,6. / AC 即 可 . Ы 

证 明 (1) 因 为 PA | РВ.РА | PC ,所 以 PA | Fi PBC. 

又 因为 PB = PC ,所 以 AB = AC( 射 影 相等 , 则 斜 线 相等 )- 

因为 人 BAC = 60%, 所 以 AB = ВС = AC. 

所 以 APAB 4 АРВС.Я ZBPC = ZBPA = 90°. РВ | РС. 

故 PB | Pii РАС. 

(2) 连接 AH 并 延长 交 BC FEW AE L BC, 且 EE 为 BC 的 中 点 . 

WW PB = PC, 所 以 PE | ВС. 

所 以 BC | Fi PAE. 

因为 PH C 平面 PAE, 所 以 BC | PH. 

同 理 可 证 ,AB 上 PH. 

M PH | Pii ABCMI H Jy P 在 平面 ABC 上 的 射影 . 

(3) 连接 CH 并 延长 交 AB ТО, D % AB 的 中 点 . 


因为 0 .G, 分 别 是 人 APAE 和 APBC 的 重心 ,所 以 G 广 


= 2.00616, // DE. 


又 因为 DE // АС. GG: // AC. 

HN GG: Z ЖЫЙ РАС.АС C Ж РАС, С.С: // 平面 PAC. 

Wik ”由 PA = PB = PC 知 ' 点 已 在 平面 ABC HANY Н 5 SABC 的 外 心 , 又 
hi SABC 为 等 边 三 角形 ,上 且 月 为 人 ABC 的 细心 ,所 以 月 也 是 人 ABC 的 外 心 , 故 点 采 
BH $3. PH | 平面 ABC. 
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一 、 选 择 题 
1. 已 知 a,b 是 两 条 相交 直线 ,其 中 a о ЬУ Ea 的 位 置 关系 是 =) 
Nb a Bé 与 a MX 
С.всао D.5// a 或 b 与 a 相交 


> 


2. 如 果 一 个 面体 (mn 汪 4) 共有 站 个 面 是 直角 三 角形 ,那么 称 
这 个 面体 的 直 度 为 对. 如 图 2-15, 在 长 方 体 ABCD АВ GD, 4 


中 ,四 面体 D 一 ABD 的 直 度 是 … 


3 
A.1 BE? А 


1 1 
с ha 


3, 关于 直线 a.b 和 平 画 a。, 有 下 列 四 个 命题 : 


o0 ot’ 
al bla nu 
1. 
ата вла 
其 中 正确 的 命题 是 = Бы $ 
A.0.@ вФ.® с.Ф.®.®Ф D.0.0.0 


4. 以 下 命题 正确 的 是 … 
A.a 沪 是 异 面 直线 ,过 a 必 能 作 一 个 平面 与 直线 0 $K 
В.Ш йа 分 别 在 平面 .8 内 ,着 a ВБ a 
C 两 个 平面 抽奖 , 则 其 中 一 个 平 而 内 的 任意 一 条 直线 与 另 一 个 平 而 都 不 委 直 
D. 与 两 条 并 面 直线 都 平行 的 平面 仅 有 一 个 
5. 如 果 PA ФЕ TE ABCD 所 在 的 平面 ,那么 以 P.A.B.C.D 五 个 点 中 
顶点 的 直角 三 角形 的 个 数 是 … 
A.5 B? C.9 D.10 
6. 在 正方 形 ABCD #Ф.Е,Е 4W Ж AB .BC 边 的 中 点 ,M 是 EF 的 中 点 .现在 沿 DE 、 
DF 及 EF 分 别 把 人 DAE、ADCF 及 人 BEF 折 起 ,使 A、B.C 三 点 重合 干 点. 这样, 下 列 


结论 正确 的 是 ee сә 
A.DM 上 平面 B. PM | 平面 DEF 
C. PE | 平面 DEF D.PD | 平面 PEF 


7. 已 知 四 边 形 ABCD 在 平面 a 内 ,平面 a 外 的 一 点 到 四 边 形 ABCD 的 四 个 顶点 的 距 
离 相等 . 那么 ,四 边 形 ABCD 是 … NF 
A. 国 的 内 接 四 边 形 BEHREM 
CEFN D. 任意 凸 四 边 形 
В, 如 图 2-16, 用 一 个 平面 截 正方 体 的 一 个 角 , 截 面 为 人 ABC ,过 顶 皮 也 作 PCO 上 | 平面 


pis 1 i 
АВС.ФЕ A O, M = pO M M 5 N 
21 А? 


Рогу a 
РА? PE? 


的 大 小 关系 是 
AM>N в. 
C.M<N D.M,N 的 大 小 关系 不 确定 


二 .填空 题 


9. 在 空间 四 边 形 ABCD 中 .AB | Ср.ВС | DA ,那么 对 角 线 

AC 与 BD 的 位 置 关系 是 216 
10. 如 图 2-17. Ж # № ABCD 中 ,AB = 1,BC = а. Р 为 平面 

ABCD 外 一 点 , 且 РА | FF ABCD. # & BC 边 上 至 少 存在 一 И 

点 Q, 使 得 PQ | DQ. MER a 取 值 的 集合 是 К 
11. 已 各 平 面 & 与 平面 8 交 于 直线 1,P 是 空间 "PA Las 

PB | 有, 乔 足 分 别 为 A.B. 且 PA = 1,PB 一 2. 荐 点 A 在 8B 内 的 y о} 

射影 与 点 日 在 w 内 的 射影 重合 , 则 点 РИИ! HERH 


12. R P h AABC 所 在 平面 外 一 点 ,车 点 也 在 平面 ABC 上 т?т 
的 射影 是 SABC 的 重心 ,那么 点 À 在 平面 PBC 上 的 射影 是 
APBC 的 %. 

13. 如 图 2-18.& ДАВС 中 ,LACB = 90°,P 为 平面 ABC 外 一 点 ,县 PA | 平面 
АВС,АМ | PC. $ M. # N HAR PB 内 任意 一 点 , 则 AAMN 的 形状 是 


с 
mzs 2-19 
14. 如 图 2-19.AB 是 四 O 的 直径 ,C RRA EFF A.B HERE A PASET OO 
所 在 的 平面 , 则 APAB.APBC.APCA 和 SABC 这 四 个 三 角形 中 ,直角 三 角形 的 个 数 
是 
15. 过 平行 六 面体 ABCD 一 A,B,C, D, 任意 两 条 楼 的 中 态 作 直线 , 其 中 与 平面 
врр,в, 平行 的 直线 共有 +. 


o 


16. 如 图 2-20, 在 正方 体 ABCD — ABCD, 中 ,M.N # Ж 2; с 
ЖЕ йз АВ. BC, 上 的 点 , 且 AM 一 BN. 给 出 如 下 四 个 结论 : Z Z 

ФАА, LMN; 

ФАС, / MN: 

ФММ / FH ABCD: А 

ФММ SAC 是 异 面 直线 Ç 

其 中 所 有 正确 结论 的 序号 是 > : a 

图 2-20 

三 、 解 答题 

17. 已 知人 ABC 为 锐角 三 角形 ,PA | 平面 ABC, 点 A 在 平 
W PBC 上 的 射影 为 于. 求 证 :HH 不 可 能 为 APBC 的 重心 。 

18. 如 图 2-21, 在 平行 四 边 形 ABCD 中 ,AC | BC,P 为 平面 А 
ABCD 外 一 点 ,PC L 平面 ABCD,E 为 PD 的 中 点 。 Е 


а) 求证 :AC 1 РВ; 
(2) 求证 :PB / ACE. 2 
19. 在 长 方 体 ABCD — A, B,C, D, 中 ,AB = BC = a, BB, = 
bla < В.Е ДЕЊ СС, 上 一 点 ,县 BE | BiC,A,C Ж BDE 
FF, 图 2-21 


(D 求证 :A,C | 平面 BDE: 
OD FCF 一 二 A1C, 来 名 的 使 
20. 如 图 2-22， РЯ ЕУВАВСРИЕТИТ- Ж. RPR 


; В РЕ _ 
G 分别 是 PB .PC .PD 上 的 点 , 且 B = 
证 :PA / 平面 EFG. 


图 2-22 


DEIR 平面 与 平面 的 位 置 关系 


эше RAR 


1. 平面 与 平面 的 位 置 关 系 

《1) 两 个 平面 平行 。 即 两 个 平面 没有 公共 点 . 

《2) 两 个 平面 相交 — 即 两 个 平面 至 少 有 一 个 公共 点 , 由 公理 2 知 , 这 两 个 平面 有 且 仅 
有 一 条 经 过 公共 点 的 直线 ,这 条 直线 叫做 这 两 个 相交 平面 的 交 线 . 

2. 两 个 平面 平行 

《1) 判定 

定理 1 ”如 果 一 个 平面 内 的 两 条 相交 直线 和 另 一 个 平面 平行 ,那么 这 两 个 平面 平行 , 

ER? ” 矢 直 于 同一 条 直线 的 两 个 平面 平行 . 

《2) 性 质 

定理 1 如 果 两 个 平面 平行 ,那么 其 中 一 个 平面 内 的 任意 一 条 直线 都 和 另 一 个 平面 
жї. 
定理 2 ”如 果 一 个 平面 和 两 个 平行 平面 相交 ,那么 所 得 两 条 交 线 平行 . 
值得 注意 的 是 ,上 述 两 个 性 质 定理 分 别 是 线 面 平行 和 线 线 平行 的 判定 定理 
3. 两 个 平面 垂直 
(DEX 如果 两 个 平面 所 成 的 二 面 角 是 直角 ,我们 就 说 这 两 个 平面 互相 垂直 . 
关于 二 面 角 大 小 的 计算 ,我 们 将 在 后 面 进行 专题 讲座 - 
{2) 判定 
定理 1 ”如 果 一 个 平面 经 过 另 一 个 平面 的 一 条 垂 线 , 那 么 这 两 个 平面 互相 季 直 . 
定理 2 ”如 果 一 个 平面 三 直 于 两 个 平行 平面 中 的 一 个 ,那么 它 也 垂直 于 另 一 个 


е. 


(3) 性 质 

定理 1 ”如 果 两 个 平面 垂直 ,那么 在 一 个 平面 内 垂直 于 它们 交 线 的 直线 也 科 直 于 另 
一 个 平面 

定理 2 ”如 果 两 个 平面 垂直 ,那么 过 一 个 平面 内 一 点 垂直 于 另 一 个 平面 的 直线 必 重 
直 于 它们 的 交 线 . 

定理 3 ”如 果 两 个 相交 平面 垂直 于 第 三 个 平面 ,那么 它们 的 交 线 垂直 于 第 一 个 平面 

值得 注意 的 是 ,上 述 性 质 定理 分 别 基 线 面 垂直 和 线 线 季 直 的 判定 定理 ， 


ДУ паве 


例 1 (1999 年 广西 高 中 联赛 预赛 试题 ) 设 四 棱锥 P — ABCD 的 底面 不 是 平行 四 边 
形 , 现 用 平面 去 截 此 四 校 锥 ,得 到 截面 四 边 形 A'B'C'D". 设 集合 {四 边 形 A'B'C'D' 是 
平行 四 边 形 ), 则 € 1 

A S 是 无 穷 集合 B. S 是 单元 素 集合 

C.S HER D. S 的 元 素 个 数 无 法 确定 

分 析 ”可 考虑 用 极端 原理 先 作出 一 个 平面 ,再 作 截面 A'B'C'D” ,使 之 与 平面 P 
行 ,再 证 明 截 面 四 边 形 A'B'C'D“ 是 平行 四 边 形 , 再 说 明 这 样 的 截面 有 无 穷 多 个 . 

解 如 图 3-1, 设 平面 PAB П 平面 PCD ~ 4 ,平面 PBC {+ 
Ti PDA = h HR h 与 4 所 确定 的 平面 为 a. 

当 截面 A'B'C'D' 与 平行 时 ,有 A'B // lı / CD' ,BC / h / 
D'A' ,从 而 得 知 形 A'B'C'D' 是 平行 四 边 形 . 可 见 , 所 求 的 平行 
四 边 形 截面 是 存在 的 . 

由 于 与 平面 "平行 的 截面 有 无 穷 多 个 , 故 S 是 无 穷 集合 ,应 选 A，14 

评注 ”解答 本 题 有 两 个 关键 点 ,一 是 由 直线 1， 和/: 确定 平面 a， 
二 是 根据 两 平面 平行 的 性 质 确定 四 边 形 ABCD’ 是 平行 四 边 形 . 

例 2 关于 直线 mn 与 平面 ,8, 有 下 列 四 个 命题 : 

Qam // arn ВВ Z Вт / ns 

@#m lan ВВа 1 В.т n 

Ф т // arn ВВа 1 В.т / ns 

Фп] ал Z A Ba 8.90 т 1 n 

其 中 所 有 真 命题 的 序号 是 ， 

分 析 ”根据 题目 的 特点 ,可 利用 正方 体 这 个 基本 模型 进行 思考 和 判断 . 


„Р 


кл шаша 
解 ” 如 图 3-2,a // В.т // an // B+ fl m 5n 不 平行 ,所 以 命题 不 正确 . 
如 图 3-3, 设 a N 8 = 4, 在 1 上 任 取 一 点 0O, 在 平面 。 内 过 〇 点 作 n /1, 在 平面 8 内 
过 口 点 作 m LL а L pAn L В.т L a. K. m L arn | 8.ЇДт' Yma fns 
WJ m 5 n BIR J т" 5 n RR. RAH m | ал Са, т" |, 从 而 mn 
故 命题 @ 正确 . 


3-2 тзз ГЕ 


MM 3-4. // an | Ва | В m 55 n AZKURA @ ЖЕЙ. 

WMM 3-5, 因 为 m // BRAKE n ЕУ 使 y ПВ п, н. Xm | ava // B+ 
Мт | В.т | н. m | n. EOE Ф EW. 

综 上 所 述 ,命题 四 ,四 正确 . 

评注 在 几何 中 ,借助 于 基本 图 形 判 断 命 址 的 真 假 是 一 种 常用 方法 ,应 手 以 重视 ， 

B3 在 正方 体 ABCD — A, B,C, D, 中 ,E.F.G 分 别 是 DA „A, Bı BC, 的 中 点 , 求 
证 :平面 APP / 平面 GBD. 

分 析 ”要 证 明 平面 AEF / 平面 GHD, 只 要 证 明 平 面 AEF 内 的 两 条 相交 直线 都 平 
行 于 平面 GBD 即 可 . 

证 法 1 如 图 3-6, 设 AC Q BD = O, 连 接 OG .FG. 

因为 P.G 分 别 是 Ai Bl BC 的 中 点 ,所 以 FGN ACG AFG , Z 


siin 
= т^'©. 


又 因为 OA // AC. B ОА = -А,С,, HEL FG LOA, Ж 


OAFG 是 平行 四边 形 . 所 以 AF // OG .从 而 AF // 平面 GBD. # 
I E.F 分 别 是 DD,A, AB 的 中 点 ,所 以 EF // Вр, / „ы 
BD, 从 而 EF // 平面 GBD. 
X AF П ЕЕ = F, 所 以 平面 AEF // 平面 GBD. 
证 法 2 如 图 3-6. 连 接 BG. 
因为 E.G 分 别 是,A „B,C, 的 中 点 ,所 以 EG LAB , 故 四 边 形 ABGE 是 平行 四 边 形 ， 
Ж АЕ // BG. Añ АЕ // 平面 GBD. 
又 因为 下 \ 下 分别 是 DiA, „А.В, 的 中 点 ,所 以 EF // В.р, / BD, 有 EF /平面 GBD. 


ар 


因为 AE П EF = E, RIFE AEF // 平面 GBD. 

评注 “证明 两 个 平面 平行 时 ,一 般 都 是 证 明 一 个 平面 内 明显 给 出 的 两 条 相交 直线 与 
另 一 个 平面 平行 , 所 以 第 二 种 证 法 既 显 得 自然 :又 比较 简单 . 第 一 种 证 法 需要 作 辅 助 线 
OG ,通过 证 明 OAFG 是 平行 四 边 形 来 证 明 AF // OG ,这 是 证 明 本 题 的 关键 ,也 是 一 个 
Ж. 

例 4 如 图 3-7,AABC 是 正三 角形 .PA 1 平面 ABC,QC // h 
PA.R PA = АВ = 2QC,M 是 PB 的 中 点 ,求证 : 

(DPQ = BQ; 

(2) 平面 QMC | 平面 PAB: 

(3) ЖШ РОВ | 平面 PAB. 

分 析 ”对 于 第 (1) 小 题 , 若 取 PA 的 中 点 N ABIES APNQ 4 
经 AQCB; 若 注意 到 M РВ 的 中 点 ,也 可 以 证 明 QM | РВ. 对 于 
第 (2) 小 题 ,要 证 明 平面 QMC | 平面 PAB ,只 要 证 明 QM | 平面 р, 
РАВ Ша. 对 于 第 (3) 小 题 ,要 证 明 平面 PQB 上 平面 PAB , 仍 需 证 
明 QM 上 Pi PAB. 

证 明 (1) 如 图 3-7, 设 N 为 PA 的 中 点 ,连接 QN M QN | PA, 从 而 二 PNQ = 
ZQCB = 90°. 


因为 PN = PA = QC.NQ = AC = BC, 所 以 RtAPNQ 2 RIAQCB. 


故 PQ = ВО. 

(2) BE R X AB 的 中 点 ,连接 MR .CR , 则 MR // РА // QC ,所 以 MR 与 QC 所 确定 的 
平面 即 为 平面 MC. 

因为 PA | 平面 ABC ,所 以 PA | CR. 

又 因为 AB 1 CR ,所 以 CR | Ж РАВ. 

因为 CR C 平面 MQCR ,所 以 平面 MQCR 1 平面 PAB , 即 平面 QMC 1 Pii РАВ. 

(3) 因为 CR L 平面 PAB,QM // CR ,所 以 QM | Ж РАВ. 

又 因为 QM C 平面 PQB ,所 以 平面 PQB 1 平面 PAB. 

评注 ”在 证 明 PQ = BQ 时 ,也 可 以 先 证 PQ = AQ ,再 由 AC = BC 及 CQ L 平面 
ABC AQ = BQ( 笛 影 根 等 , 则 针线 相等 ). 从 而 有 PQ = BQ. 

例 5 apy 表示 三 个 不 同 的 平面 ,如 果 B i ayla RAN y= LAIL a 

分 析 。 本题 用 文字 语言 写 出 米 , 即 为 "如 果 两 个 相交 平面 垂直 于 同一 个 平面 ,那么 它 
们 的 交 线 垂直 于 这 个 平面 .” 证明 线 面 垂直 ,可 有 多 种 思路 :(1) 证 明 ! 与 平面 e 内 两 条 相 
交 直 线 垂直 ,(2) 证 明 /与 平面 a 的 某 一 条 季 线 平行 (3) 证 明 ! 与 平面 的 某 一 个 平行 平面 


垂直 !(4) 用 同 … 法 !(5) 用 反 证 法 - 
27 з 


图 3-7 


"Eiin 
证 法 1 如 图 3-8, 在 平面 a 内 任 取 一 点 P, 过 P 分 别 作 PM | 
AB ,PN | CD, 季 是 分 别 为 M.N. 其 中 AB .CD 分 别 是 平面 ,7 与 
平面 “的 交 线 . 则 PM | PPN 1 y. 
从 而 PM 1 Р.Р |1. 
АМУ PM C a,PN Са, PM П 
证 法 2 如 图 3-9, 在 直线 /上任 取 一 点 P， 
足 为 Q. 
因为 月 上 a E PQ C A 
同 理 可 证 ,PQ С y. 


过 P 分 别 作 PM | AB .PN | CD. 和 是 分 别 为 M.N, 其 中 AB.CD 
分 别 是 8.Y 与 a HRA. Am. 

因为 BL a. PM CB 所 以 PM | а. 

同 理 可 证 ,PN 1 a. 

这 与 "过 平面 外 一 点 有 且 只 有 一 条 直线 与 这 个 平面 垂直 ” HFM. 

Mila 

评注 “证 法 2 实质 上 是 同一 法 - 

例 6 ШР 3-10, 在 正三 校 俊 P ABC 中 ,三 条 侧 校 PA. 
PB .PC 两 两 看 直 ,G 是 APAB 的 重心 ,E、F 分 别 是 楼 BC .PB 上 


ا 
FBT Z‏ 
求证 :平面 EFG 1 平面 PBC,‏ )1( 
证 明 ;BG 是 异 面 直线 BC 和 PC HAER.‏ )2( 
分 析 ”要 证 明 平面 EFG | Pi PBC, ARAP H EFG 经‏ 
过 平面 PBC 的 一 条 垂 线 即 可 . 注意 到 AP | 平面 PBC ,所 以 可 考 图 3-10‏ 
虚 证 明 FG РА. A REH E E RFR, ЕСЕ 是 异 面 直线‏ 
PG 和 BC 的 公 重 线 , 只 需 证 明 GE L PC ,GE | BC ,这 都 可 以 利用 三 垂 线 定理 得 到 证 明 .‏ 
证 明 (1) 连接 BG 并 延长 交 PA FM.‏ 
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s nE nl Mt 
因为 G 为 APAB 的 重心 , 且 F = 3 HAGE = т 
又 因为 PA L PB.PA | PC .所 以 PA | Ж РВС. 


Ф. 


= PF у 
= pp’ FG // РА. 


从 而 FG | 平面 PBC. 
故 平面 EFG | 平面 PBC. 


ум F fE FK // PC % BC F K AMEK = PP — 


所 以 BE = EK = KC, 从 而 FB = FK = Š PC. 


于 是 FE | ВК. 

又 因为 CF | 平面 PBC, 所 以 BC | GE( 三 垂 线 定理 ). 
延长 PG 交 AB 于 N, 过 E 作 EH /PC 交 PB 于 H. 
因为 CP | РА,СР 1 PB, 所 以 CP | 平面 PAB. 
从 而 EH | 平面 PAB. 


BH _ BE _ 1 _ CP gu cı ë 
因为 ВС Z ” МСА GH / NB. 
又 因为 NB | PG, 所 以 GH 1 PG. 

于 是 PG | GE( 三 垂 线 定理 ). 


从 而 GE 与 PG .BC BEARIZ. 

Ж GE 是 异 面 直线 PG 和 BC HARR. 

评注 第 (1) 小 是 比较 简单 ,第 (2) 小 是 的 关键 是 作 精 助 线 , 利 用 平行 线 和 三 角形 重 
心 的 性 质 , 借 助 要 线 定理 ,证 明 GE | PG,GE | BC. 

例 7 如 用 3-11, 已 知 平面 a /平面 有 ,线段 AB HK a fF 
M,N Bt AD 分 别 交 a BFC DRB BF RNK ap FFE H 
АМ =m, BN = n,MN = p, B AMCF 的 面积 为 Gm 十 p)(n 十 pp)， 
R ANDE 的 面积 . 

分 析 ”因为 a // 有 .平面 ADN Па = MC, 平 面 ADN N p= 
DN ,所 以 CM // DN. RIFE MF // NE. Mi Z CMF M ZDNE 相等 


МЕ ЖИЕ БИНЕ mn р ЖИ. 


解 ” 因 为 a // 8. FTI ADN f) a = MC, 平面 ADN N f= DN. 
所 以 MC // ND. 

同 理 可 证 MF // NE. 

从 而 ZCMF = LDNE, 或 人 CMF = 180° — ZDNE. 


Saw. _ МС. ME 
Sanne ND + NE` 


ДМС _ AM m 
因为 MC / Мр ЯМ ар 


证 ME BM _ ntp 
同 理 可 证 NE 一 Бу = A, 


бонк = тот p) 
Sawe _ n(m + p)` 


又 因为 Sawr = От + (t РЭ ВЯ Soror = IEE. m+ p(n + р) = 


Ro py. 


评注 ”立体 几何 中 的 计算 问题 ,一 般 可 分 为 两 个 未 辑 段 落 , 一 是 通过 论证 将 空间 问 
题 转化 为 平面 图 形 问题 ;二 是 利用 平面 几何 知识 进行 计算 、 

例 8 在 四 面体 ABCD 中 ,AB = АС = AD, ZBAC = a, /САР = 8, АВ = y, 
R cosg + cosy = 1 + сова. 

(1) 求证 :平面 ABC 上 Pii BCD; 

(2) 设 AB 中 点 为 M, 点 A 在 平面 BCD 上 的 射影 为 0, 点 O 在 BD 上 的 射影 为 N, 求 
证 :平面 OMN // Fi CAD. 

分 析 ”这 是 一 道 立 体 几何 与 三 角 的 综合 题 ,可 从 判断 ABCD 的 形状 和 人手, 注意 到 题 
设 等 式 中 涉及 到 角 a.8.7 的 余 萄 ,所 以 可 利用 余 弘 定理 ,将 三 角 函 数 关系 转化 为 线段 长 的 
X £. 

证 明 (1) АВ = AC = AD = а, cosa + cosp = 1 + созу 及 余弦 定理 ,得 

Ва" СО", 2а" — DB! __ | ү 247 BC: 

a Za 2 
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化 简 得 CD: + DB: = BC*. 

从 而 ABCD 为 直角 三 角形 , 且 Z BDC = 90°. 

因为 AB = AC = 4D, 所 以 点 A 在 平面 BCD 上 的 射影 0 为 ABCD 的 外 心 , 即 O 为 
#й BC 的 中 心 . 

又 因为 AO C 平面 ABC ,所 以 平面 ABC | 平面 BCD. 

(2) 因为 ON L BD,CD | BD ,所 以 ON // CD. 

从 而 ON // 平面 CAD. 

又 因为 O.M 分 别 为 BC AB 的 中 心 ,所 以 OM // PC. 

从 而 OM /平面 CAD. 

因为 OM П ON = 0, 所 以 平面 OMN // 平面 CAD. 

评注 ”证 明 本 题 的 关键 有 两 个 :一 是 由 题 设 条 件 及 余弦 定理 判定 ABCD 的 形状 ;二 
是 利用 三 角形 中 位 线 的 性 质证 明 平面 OMN 内 两 条 相交 直线 与 平面 CAD 内 两 条 相交 直 
线 分 别 平行 。 


аф» 


WE sees 


思考 题 1 已 知 。 和 是 两 条 异 面 直线 ,求证 :过 且 平 行 于 4b 的 平面 a 必 平行 于 过 
b Bi Ta йр. 

分 析 ”因为 平面 。 内 的 直线 。// 8, 所 以 要 证 明 。// B, 只 要 在 平面 “内 找 一 条 直线 ， 
使 这 条 直线 与 平面 平行 且 与 直线 a 相交 即 可 . 当然 ,此 题 还 可 以 用 反 证 法 证 明 . 

证 法 1 在 直线 a 上 任 取 一 点 A, 则 直线 5 和 点 A 确定 一 个 平面 7, 设 7 站 = И 
лє. 

НЬ а HDC уу Na = 6 RL / b. 

ТАА 

因为 a fb К.Н // bab Саа уь ШЖ. 

又 因为 a // PKV a // 8. 

证 法 2 假设 平面 a 与 8 不 平行 , 则 a 与 8 必 相 交 . 不妨 设 a N 8 = <. 

因为 a / Bra C ase = a П В.а / с. 

я, с. 

从 而 a / brik а MÛ 是 异 面 直线 矛盾 . 

Жа // B. 

Wi 第 一 种 证 法 通过 作 图 ,创造 系 件 应 用 两 个 平面 平行 的 判定 定理 证 明了 a // B 
第 二 种 证 法 通过 否定 申论 ,应 用 直线 与 平面 平行 的 性 质 定理 推出 了 a // ,从 而 产生 了 
жж. 

所 考题 2 EFE AABC 中 .AD 为 底 边 BC 上 的 高. 在 AD 上 取 点 E, 使 AE 一 


到 AD ,过 E fE MN // BC ,分别 交 ABAC F М.М. 以 MN KIR ДАММ 折 起 到 


AAMN 的 位 置 ,使 二 面 角 A’ 一 MN — D 3 60°. 
求证 :平面 AMN 上 平面 A'BC 
证 明 如 疼 3-13, 因 为 AE 1 MN .所 以 将 AAMN 沿 MN 折 起 后 , 似 有 A'E | MN. 
又 因为 MN // BC ,所 以 AE | BC, 因 为 AE | MN,DE 上 
MN ,所 以 ZA'ED 为 二 面 角 A' 一 MN 一 D 的 平面 角 , 即 人 A'ED „ДА 
= 60°, 


在 AA'ED 中,AE = АЕ = +DE.ZA'ED = 60°, ЖД 


ДАТЕ = 30°, ii ДРА Е = 90°, A'E | A'D. 


于 是 ,AE | 平面 A'BC. 

又 因为 A'E EFH AMN 内 ,所 以 AMN | 平面 A'BC. 

评注 证明 本 题 有 两 个 关键 处 :一 是 折 二 前 后 线段 的 长 度 和 垂直 关系 的 不 变性 ;二 
是 在 ЛАТЕ 中 证 明 人 DA'E = 90°. 当然 ,在 证 明 ZDA E = 90° 时 ,也 可 以 应 用 余 孩 定 


ж. 
айна 
一 ,选择 题 
1. 已 知 真 线 тав. Е атсв ip TE $N. 
OD Bafl BML l ms 
@# l me B 
着 a Br 则 Lm 
Ф#1/ т.а 1 B. 
其 中 正确 命 十 的 个 数 是 ) 
A.1 B.2 3 D.4 
2. 设 op 是 两 个 不 重合 的 平面 ,在 下 列 条 件 中 ,能 够 判定 平面 a 与 平面 平行 的 是 () 
人 .平面 ,8 都 垂直 于 平面 7 
B.a 内 不 共 线 的 三 个 点 到 月 的 距 商 相等 
С.т 是 a 内 的 两 条 直线 , 且 L // Bm В 
Dam 是 两 条 异 而 直线 , 且 1N Вот Гат В 
3. 对 于 直线 т, 和 平面 ,B, 在 下 列 条 件 中 ,可 判定 平面 e\B 乔 直 的 是  ( ) 
Алт | лт | an // 8 В.т) na N f= mn Ca 
Ст na Вт Са D.mN nm 上 am 上 有 
4. 已 知 平面 a | 平面 p,m 是 o 内 一 条 直线 省 是 月 内 的 一 条 直线 , 且 mm л. 那么 , 甲 : 
т Вп LasT:m |B 且 nn | a, 这 四 个 结论 中 ,不 正确 的 三 个 是 


т] Bein la 


AP LA B. PZT CPAT DLAT 
5. 设 mn 是 两 条 不 同 的 直线 ,a.B 是 两 个 不 司 的 平面 ,考查 下 列 命题 ,其 中 正确 的 是 


€ 


Алт 1 asn C B.m 1 та | B 
В.а / В.т | an // Вот 1 n 


Ф. 


C.a L sm 1 ат jf fom | n 
Ва L Ва N B= mın | mən 1 8 
б 设 有 两 条 直线 mon ЕК FE a ду. BH TARTAN: 


ШҮ 
А ИР: ИЙ 
та 
г," а өө.» 
mC aly] 
其 中 正确 命题 的 个 数 是 € y 
A.1 B.2 C.3 D.4 
7, 设 直线 4 在 平面 a 内 , 则 平面 a 平行 于 平面 是 直线 /平行 于 平面 有 的 ……( ) 
A. 克 分 不 必要 条 件 B. 处 要 不 充分 条 件 
XERE Рр. 既 不 充分 又 不 必要 条 件 


8. 给 出 如 下 两 个 命题 ， 

ИВ т НЕТ Во ВА В m // pM n // as 

乙 ; 两 平 而 开 相 稚 直 ,分 别 在 这 两 个 平面 内 且 互 相对 直 的 直线 一 定 分 别 敌 直 于 男 一 
个 平和 

ТИМА Qo Е 500 

APLAR в тда ТА DP LHN 


= MSE 
9. 着 一 条 直线 与 两 个 平行 平面 中 的 一 个 平行 , 则 这 条 直线 与 另 一 个 平面 的 位 置 关系 


10, 若 一 条 直线 和 一 个 平面 平行 , 则 过 此 直线 和 这 个 平面 平行 的 平面 有 


1. бт. 是 直线 ,a.B.Y 是 平面 ,给 出 下 列 命题 

Ф #а 1 а ПВ т.л} т.п ажи | B: 

О жа Ва Пу т. ВПУ п, т / m 

О жп Фй Тап ФЙ Та 内 的 无 数 条 直线 ， 

Ф #a Y B= min // ms Bl nC anth n // a É. n / B. 

其 中 所 有 正确 命题 的 序号 是 

12. 在 两 个 互相 委 直 的 平面 的 交 线 上 。 用 两 个 已 知 点 A.B,AC 和 BD 分 到 是 这 两 修平 
K H$ É T k 8 AB 的 线段 . 已 知 AC = 6em. AB = 8cm, BD = 24em, Í C.D ЖА 


„Фф 


距离 是 

13. ТТТ] РФ а,Р EB RHP ЖЯЖЕВ ЯЙ Жа ВТА.В.С.р 四 个 点 ， 
Ж A.C € а,В,Р € p. E РА = 6.AB = 14,BD = 12, АС 的 长 为 

14. $ жо // PE 8. AABC f AA'B'C 分 别 在 a .B 内 ,线段 AA'、BB'.OC KAFO, 
В Офа.В2 Їй. # АВ = 2,AC = 1. АВАС = 60°.0А + OA' = 3: 2,8} ЛА'В'С' 的 面 
积 为 


15. Pa| 平面 BA 为 平面 a 与 及 交 线 MIN 上 一 点 ,AB、AC 分 别 在 平面 w.B 内 , 且 
МАС = ZMAB = 45". 则 (ВАС 的 度数 是 

16. FW a L FH fre N8 Rac FH RROC FE Rad BIRR 
FA. 给 出 下 列 四 个 结论 : 
Фа 与 5 可 能 季 直 ,但 不 可 能 平行 ; 
Qa 与 5 可 能 垂直 ,也 可 能 平行 ; 
Qa Hh FARER ETR Ff: 
Qa 与 b 不 可 能 垂直 ,也 不 可 能 平行 . 
其 中 所 有 正确 结论 的 序号 是 


三 .解答 是 


17, 如 图 3-14, 已 知 丙 条 异 面 直线 AC DF 与 三 个 互相 平行 的 平面 a PY 依次 分 别 交 
FR ABC #0 ,Е,Е,Ж& AF 交 平面 8 T M, 连 接 DC ТВТ N. 求证 
BMEN 是 平行 四 边 形 . 


тз-15 193-16 


18. 如 图 3-15, 四 边 形 ABCD 是 平行 四 边 形 ,PA | 平面 ABCD,PA = AD = 2a,AB 
= a, АВС = 60°. 求证 :平面 PCD | PH PAC. 

19. & f = ### ABC —A, BıC, Ф.В,С, = A.C, „AC, LA, B,M,N #81 $ A, B, AB 
的 中 点 . 


ў. 


(D 求证 :CIM | FF AABB; 

(D 求证 :A1B | AM; 

(3) 求证 :平面 AMC, // FE NBC. 

20. 如 图 3-16, 在 直角 梯形 ABCD Ф ‚АВ // CD,AB 1 BC. E AD = CD. & AB LÈ 
Ж AE = Ар, AADE ¥ DE 折 起 ,使 和 A 点 到 达 A'. 荐 AC 一 A'B, 求 证 :平面 A'DE | 
平面 BCDE. 


ŠAR 空间 向 量 及 其 应 用 


ao 知识 点 金 


1. 空间 向 量 的 基本 性 质 
CD 空间 向 量 的 加 法 运算 律 
交换 律 :a +b = bta; 


结合 律 :ta 十 b) +e 十 +) 
MRR: +b) = а +ib (€ R). 
(2) 共 线 向 量 


定理 。 对 空间 任意 两 个 非 零 向 最 a、b,a // 5 的 充 要 条 件 是 存在 实数 ,使 得 a = 好. 

特别 地 , 当 a.b 中 至 少 有 一 个 为 零 向 量 时 ,我 们 认为 a、b KA. 

推论 。” 如果 /为 经 过 已 知 点 A 且 平 行 于 已 知 非 党 向 量 a 的 直线 ,那么 对 空间 任意 一 
点 0, 点 在 直线 /上 的 充 要 条 件 是 存在 实数 ,使 得 0 六 = ОА + да. 这 时 ,我 们 说 a 是 直 
AR L 的 方向 向 量 . 

定 比分 点 公式 ig 尸 分 A 育 所 成 的 比 为 1,O 为 空间 任意 一 点 , 则 有 


_ O + 108 
Ф EPa 
特别 地 , 当 忆 为 线段 AB 中 点 时 ,0 = 二 (CK + OB. 


(3) 共 面 向 量 
定理 MRE ab EIR ELAM p 与 向 基 a 共 面 的 充 要 条 件 是 存在 实数 对 


РТ ЖШ АОВ AREER HEERE y OF = ОА 


шешшш" 

+>0В. 

《4) 空间 向 量 基 本 定理 

定理 如果 三 个 向 量 a.b.c 不 共 面 ,那么 对 空间 任 一 向 量 p, 存 在 唯一 的 有 序 实数 组 
zyz fi p = za + b + z. 

推论 ” 设 O0.4.B.C 是 不 共 面 的 四 个 点 , 则 对 空间 任 一 点 P, 都 存在 唯一 的 有 序 实数 
组 +.y,x, 使 得 O08 = +z OÁ + yOB + ОС. 

2. 向 最 的 数量 积 和 矢量 积 

CD 空间 两 向 量 a.b 的 数量 积 为 

аЬ |а |-1Ь | cos а, >. 


其 中 < а,Ь > 表示 向 量 o 与 ЖЯ. 


ЖШ ЮАР U F HE : 

Фа Ье Б.а; 
Oa) ‘B= а AER: 
Фа» (b+c) = аЬ +а сі 


Фа | Беа + . 

一 般 情况 下 ,(a - b) + e Z a * (b ve), 即 向 量 的 数量 积 不 满足 结合 律 . 

(2) 空间 向 量 的 矢量 积 

空间 两 向 量 a.b 的 矢量 积 用 a Xb 表示 , 它 仍然 是 一 个 向 量 , 这 个 向 量 是 一 个 与 a.b 均 重 
直 的 向 量 ,其 模 为 以 a.b 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 , 即 | a Xb al'lblsin<ab>. 

矢量 积 运算 满足 结合 律 和 分 配 律 ,\ 且 

3. 空间 向 量 的 坐标 运算 

(D 设 两 点 AC ,yi zi) Birr у, з), ШАЙ = (лу — лу,» — узе — г) 

MAMER | AB l= т т! + (у, у! T (z — z), 

(2) а = (а sarsar) b = Ch sb: sbi) WJ 

a+b = ба thua tba Eh); 

да = Ga, дагда) Q € RD; 

as b= a,b, tab + abii 


lal= Jà Fai tai, 181 一 VEFFE, 


cos < a,b >= 


a 1 babi + arb: + а,Ь, = 0; 
а /ff ba, = ìb sa: = ba sas 


b QER; 


= (а — жг (er — 
АЙ a = rit yj F А,Ь 


JJ + (ху: — zay Dk 


xj + =k. 


例 1 已 知 正方 形 ABCD 和 ABEF 所 在 的 平面 互相 垂直 ,M、N 分 别 是 对 角 线 AC. 
ВЕ 上 的 点 , 且 AM = ЕМ, 求证 :不 论点 M АС 上 何 处 ,直线 MN 不 可 能 同时 与 AC 和 
ВЕ 都 垂直 . 

分 析 。 从 欲 证 结论 看 ,本 三 适宜 用 反 证 法 ,可 设法 利用 两 向 量 垂 直 的 充 要 条 件 推出 
FM. 


证 明 如 图 4-1, 设 AD = а.АЙ = b,AF = e, AM — ААСО ۴ E 
A< D WA = a+b. BF = e—b,AM = ala +b) АМ = AB 
+BN = ач (А) b). < 

从 而 MN = AN — АМ = a + (1 — (e — b) — àla + b) 
= -2a-b+(—2e, 1r B 

Mya.b=0b.e=0e1a=0,A]al]=]bi=lel RA p 4 
MÑ ‘F€ С да въ 0—40). (a +B) = 01—20 | al" — 
lol’ =—Alel 2 

MN .BF = [0 -a b+ (1 0с) + (e— b) 

= 01А) jel + bl = 02А) ТЬ 


假设 MN | АС.Н MN | BF , 则 
MN ‘AC =0, A=0, 

Гат. BF =o, la =2, 

故 直线 MN 不 可 能 同时 与 AC 和 BF BE f. 

评注 。 本题 也 可 以 通过 建立 空间 直 包 从 标 ,利用 向 量 的 运算 来 证 明 , 还 可 以 先 证 明 
MN // 平面 BCE( 证 明 过 程 见 第 2 讲 例 3), 再 利用 АС 和 BF 不 可 能 同时 与 平面 BCE Ф 
直 来 证 明 、 

例 2 (第 12 届 希 望 杯 数学 递 请 蹇 试题 ) ER A.B .C.D 四 点 不 共 面 , 且 它们 两 两 的 
距离 均 为 1 ,点 P,Q 分 别 在 线段 AB .CD 上 运动 , 求 P 5 Q 两 点 间距 离 的 最 小 值 , 


Fo 


了 矛盾. 


分 析 。 本 题 的 结论 是 正四 面体 的 一 个 重 村 性 质 ,下 面 利用 向 量 给 出 一 种 解法 - 
解 ” 如 图 . 设 AP = r.DQ = y(0< r.y 5 Dl] PB = 1— r,QC “кои 
= РВ + ВС + (Ó. 
BAPA ВС „ВС HCG 的 夹 角 均 为 120".PB 与 C6 # ж fh 9 90°, ВД 
| FO |? =| PÊ + BÊ í 0 !: 
=| FÊ |? +| B |: +i (Ó |? + 2 PË + BÊ + 2 B + GÓ + 2 OŠ - PÊ 
= а 101 у +201 — 205120" 201 — у)сов120°-+2(1— (1 
у)соз90* 


=r +y —х—у+1 
есу наж 


тиме у = ЕВ}, | PQ Т 取得 最 小 值 为 十. 


故 | PQ lw = 


评注 ”显然 . 当 PQ 为 异 面 直线 AB FCD 的 公 重 线 儿 时 ,P,Q 两 点 间 的 距离 最 小 
因此 ,本题 也 可 以 直接 求 并 面 直 线 AB 和 CD 间 的 距离 . 

例 3 OBIE TE ВЕН ABC — A, BC, 中 ,D 为 AC 的 中 点 ,求证 ,AB, // FW DBC. 

分 析 ”要 让 吉平 面 外 的 直线 ! 与 平面 FT, И Яй ЖЫШ a 的 一 个 法 向 最 m ,证明 
п | IWER? // a 

证 明 ША 为 原点 .AH 为 y 轴 、AA, 为 = 轴 建 立 空间 直角 坐 
ЖШ 4-2 所 示 , 则 A(0.0,0). 设 В00,а.0).В, (О.а), W 


D(a. Lao). (Fuka). FEAF = Oa. ВВ = 


оло = fferta 


设 平面 DHC 的 法 向 量 为 n = yd Mh n L В.я L 


TCT. п. BD = 0.n + РС = 0,80} 


УЗ, ++ = 
е y + = 0. 


Ф у= У.г = 3.2 = 


Из п. АВ? = (з. — a }- 0.4. = 0, Н AB, ¢ PE ОВС, AB, | п.б 


АВ, // ¥ DBC,. 
评注 。 本题 用 向 量 的 方法 证 明 虽 然 不 是 最 简单 的 ,但 它 为 我 们 提供 了 证 明 线 面 平行 
的 一 种 新 方法 ,值得 重视 . 

例 4 已 知 单位 正方 体 ABCD ~ A, B,C, D, 中 ,为 CC, 的 中 点 ,求证 :平面 A BD 上 
平面 EBD. 

分 析 ”用 向 量 证 明 两 个 平面 ,8 垂直 ,一 般 有 两 种 思路 :一 是 确定 两 平面 "8 的 法 向 
Жл ms , 若 能 证 明 m Lm ER a | PB; 二 是 在 平面 a 内 找 出 向 量 o , 若 能 证 明 a 与 8 的 法 
向 量 共 线 , 则 可 推出 a 上 及 

证 法 1 建立 空间 直角 坐标 系 如 图 4-3 所 示 , 则 D(0,0,0)、 


Ai00D ,BOvLOE(01 у). 于 是 DAY = (1.0.0, DÊ = 


mm жу» = 


L DÊ. nı DB оп DE = oni 
М 


„+ 


Фл =M y =- = 2. n 
设 平面 A, BD 的 法 向 量 为 m; 一 


m * DA? = 0,n, + DÉ = ا‎ 


1, = 1,2). 
+m). Wi m: L DAT... L DË, 


rn += = 0. 
n + = 0. 
+ zr = LN y; = z =— 1.60 n; 1.—1,— D. 

Мут sa = (1,1,2) + 01.1, DD = OPEL | m. 
МОРИ A BD | 平面 EBD. 


证 法 2 建立 空间 真 角 坐 标 系 同 证 法 1, 设 BD 的 中 点 为 of 


(z: F1) ,平面 EBD 的 法 向 量 为 m = а, 1020. 


< 
因为 mm = 2 ОАТ. ОЯТ tš n, ЖЩ. 
又 因为 OA, C 平面 A,BD, 所 以 OA, | 平面 EBD. 人 
故 平面 A, BD | 平面 EBD. 4 A 


BS 如 图 4-4, 已 知 平行 六 面体 ABCD ~ A, B,C, D, 的 底 
W ABCD 是 姜 形 ,及 LAAB = ZA AD = 人 BAD- 


ар 


(1) 求证 :AA, | BD; 
o E 为何 值 时 ,能 使 AC， 平面 A BD ?并 说 明理 由 


分 析 ”这 是 一 个 证 明 线 线 垂直 . 线 面 垂直 的 典型 问题 ,第 2 讲 中 曾 给 出 了 两 种 纯 几 
何 证 法 ,下 面 再 给 出 一 种 向 量 解 
АР 


# (D 设 AB 一 Та = 161. 11 у ZA AB = ZAAD 
= ZBAD = 90, 则 BD = АР -АЙ = b — a. 
ЛАТ. BÒ = c(h ~a) =b» e—a» e 


= rzycosg 一 zycoxg 

PRE AA, 1 BD. 

(2) MAAC аьел B = АВ АЛТ 

AC, | ЖА, BD 

ЈАС LAB, JAC AB =0. 
e 1a5 AC ‘AB = 0 
(а+Ь+ с), (а—с)=о 

Pate осоо 

pla 1а 66е [е1 = 0. 
loll +а 6-а с–| е1 = 0 
1? + x" cos — хусолф 


a + x cos — лусоӣ у = 0 


A D = АЙ — ААТ = 5 一 c, 所 以 


tor + zon — хусоё— y? = 0 
ба y)(z + y + rcos = 0. 
WY z + y + хсозё Z О.Д r = y. 


АА. _ н 
MAE = 1 时 ,AC, | 平面 A,BD。 


评注 (1 ) 利用 向 量 证 明 空 间 乎 行 与 委 直 的 一 般 方法 是 , 先 选取 一 组 基 向 量 , 然 后 
设法 把 其 他 向 量 用 这 组 基 疝 量 分 别 来 表示 ,通过 向 量 的 运算 去 证 明 .(j) 与 纯 几 何方 法 
相 比 较 , 上 面 的 解法 显得 更 加 简 法 、 自 然 - 

例 6 (第 8 届 和 希望 杯 数学 道 请 赛 试题 ) 在 正四 校 台 ABCD 一 ABCD 中, 上、 下 底 
ПК А,В, = 2,AB = 4 高 为 \5,E 为 BC 的 中 点 . 作 平行 于 底面 的 戴 而 .与 线段 AD，、 
AB, CE 分 别 交 于 P,Q,R. 求 APOR 面积 的 取 值 范围 - 

分 析 ”本 晤 的 纯 几何 解法 是 选择 适当 的 参数 ,设法 将 八 PQR 的 面积 表示 为 这 个 参 
数 的 函数 ,从 而 将 问题 转化 为 求 这 个 秃 数 的 值 城 . 注意 到 矢量 运算 的 几何 意义 ,下 面 给 出 


ls ul 
本 题 的 一 种 向 量 解法 . 

解 如 图 4-5. 以 A 为 原点 ,直线 DA AB 分 别 为 hy 
轴 建 立 空间 直角 坐标 系 , 则 A(0,0,0),E( 一 2,4,0),B,( 一 1,3， 
VB) ,CC (= 3,30, D:(= 3,10). 


5р - А0 < -AP 
RAD,” AB, O << DMa = р 
09 = Ê = r BENERI ABRAR PO мы. 


Мб QC (Зебо) С 2— 1.4 NBD. 


所 以 sc = + | PQ x PR | 


2 

{з ШИ 
2 2 0 
| 2+ 4 一 2 ol| 


= 去 1o+o+206 一 40O81 


z 


6640 一 一 4 人 


BH O < 1 过 1, 所 以 0 < Saro © 


яй ал i RH X Ûd iL LMI E J ы ЕЛ i i Kk FE ЖИЛ Ж U 
将 其 转化 为 定量 计算 ,降低 了 思维 难度 ,易于 把 握 ' 再 次 体现 了 几何 问题 代数 化 的 魅力 ， 
例 7 如 图 4-6, 四 棱锥 S— ABCD 的 贱 面 是 平行 四 边 形 ,平面 A 


a 与 直线 AD .SA ,SC 分 别 交 于 点 P,Q BAD" SÀ "C 


点 M 在 直线 SB 上,N 为 CD 的 中 点 ,上 且 直 线 MN // Pia. Ri 
所 有 满足 条件 的 平 而 ,点 M ЭСН 的 线段 上 。 4 
分 析 ”本 题 的 实质 是 当 平 面 a 运动 时 ,对 于 定点 N. 确 定 动 
点 M 的 存在 范畴 ,使 之 满足 所 有 的 题 设 条 件 .我们 以 5 SB SE 
为 一 组 基 向 量 ,利用 向 量 的 方法 给 出 本 题 的 一 种 证 法 . 
iE 05А =а.5Й = Ь,5С = с.50 = а.н ABCD 为 平行 四 边 形 ,得 a 十 e 一 
bt+d.BMmd=a—bte. 


АБ = 39 = a RAS = za SÈ = 1-с. 


Ф. 


因为 


MSP = (1 — Da + rd = a — ab + xe, 
QR = R- 50 = Arem, 
ОР = 5Р – = O — rda — zb + ze. 
又 因为 MN 六 = 所 以 存在 Asw € 及 ,使 得 
NM = 298 + QP. 
HSM = SN + QR + „QPF 


= ke КФУ ЖАСА — De за) + plU — xa — ab t xe] 


=$- жй - D (р+к ФАА ө 
再 者 ,点 M 在 直线 SB 上 的 充 要 条 件 是 SN = yb(y € R), 于 是 得 
一 和 +pCI 一 oz 一 0. 
HAQ зуг = 0. 


CESE TI 


وجي ر1 n‏ 

Рта Раи‏ ا 
Way + Dr — y+ D1 + 2y +1 = 0,‏ 
1 


м 1 1 
当 y ~ 一 二 时 ,一 27 二 圭一 0, 即 二 证: 


мут МНЕ RR, 得 
A= (4y 十 3) 4(4y 十 1)(2y 十 1) 20 


Мау 
ма ÀV < <Š. 


综 上 所 述 ,一 


故 对 所 有 满足 条 件 的 平面 a, 点 M 都 落 在 某 一 条 长 为 5 SB 的 线段 上 . 


例 8 已 知 04 OB OCOD 是 空间 中 四 条 不 同 的 射线 , 旦 每 两 条 射线 之 间 所 成 的 角 
都 相等 , 记 这 些 相等 的 角 为 9. 

CD RA0 AKA: 

(2) 设 OP 是 一 条 不 同 于 OA .OB .OC .OD 的 射线 , 记 OP 5 OA ‚ОВ .OC .OD 所 成 的 
角 分 别 为 a.B.7.6. 且 记 m = cosa + созй + cosy + cosë,n = соз'а + cost B+ соз? у + созд. 


„> 


证 明 : 当 射 线 OP O 点 转动 时 ,m .> MARE. 

分 析 ”由 题 设 联 想到 正四 面体 的 中 心 与 四 个 顶点 相连 得 到 的 四 条 射线 两 两 所 成 的 
角 相 等 ,启发 我 们 可 通过 构造 正四 面体 求 角 0 的 大 小 ,对 于 第 (2) 小 题 ,可 通过 建立 空间 直 
角 坐 标 系 , 利 用 向 量 的 数 垂 积 的 性 质 求 mn 的 值 . 

解 (1) 如 图 1-7, 在 射线 OA .OB、OC ,OD 上 分 别 取 点 
А, BC, Р, #@ ОА, = OB, = OC, = OD, = 1. 

由 ZAGB, = ZBO, = ZGOD, = ZDA, = 
ZAC, = ZB,0D, %,A, B, = A, = РА, = D.B, 
= DC , 则 四 面体 A BCD, 为 正四 面体 , 且 O 为 其 中 4 
JEK D/O XWÎ A,B,C, F H.M DH, | ШАВ, 


cos ZA, OB 


HO = «= arccos у. 
(2) 如 图 4.7, 以 万 为 原点 ,线段 A,B，、.B,C, 的 垂直 平分 线 分 别 为 了 轴 、y 轴 建立 空间 


иж ж йж. М Hooo. (E, o). (E,0). (= 2.0.0). 
+) .0(o0 全 
ATOR = (2. —%,— 


ОР; = (0,0,1). 
在 射线 OP ЖА Р, .使 OP， 
因为 1 OAT |=| OB; | = 0C; 


ар. 


0 


р ( 


6 = 
f= oi) 


1, 并 设 OPY = (ry. 
ОР |= 1 所 以 


ОА" Z% 1 
PR 
cos ræ ا‎ y $ 


бв. ОР — E, + 
соза = OB; + OF? - r+ - qae 
сову = ОС OP = 202. – 1. 
cosy = ОС, • ОР, 3 3 


сом = OD + ОР! = 2. 
ЖК m = cosa + соз + cosy + сод = 0 为 定 值 . 
X п = соко + cos B+ cost y + costa 


PEIE PE E 
нуно, 


ШЇ} OP, ° = RBA + у +: = 1. 
故 一 $ MEA. 


可 见 , 当 射线 OP 绕 点 O 转动 时 ,m,n 的 值 均 不 变 . 

评注 Жо) 小 题 主要 考查 联想 .构造 等 思维 品质 和 思维 方法 ;第 (2) 小 题 是 一 个 运动 
таж К ЖЕМ КААКЫ Х.Й a By 的 余 殊 值 与 点 忆 的 位 置 关系 ,因此 ,为 了 
EARR ANEMA OP ERA P. АЕ | ОР, | = 1, 并 引入 单位 向 量 DY = (ry, 
DAPP + у +: 一 1, 将 三 角 画 数 的 运算 转化 为 代数 式 的 化 简 , 使 问题 捍 到 整体 解决 


XE BIAR 


思考 题 1 (2004 年 河南 省 高 中 数学 竞赛 试题 ) 已 知 在 长 方 体 ABCD 一 A, BC D, 
中 ,AB = BC = 3.ВВ, = 4. Ж В.С, B fF B,C BERK СС, FEX BC FF. 

《1) 求证 :+A,C 上 平面 EBD; 

(2) ië A.C N FE EBD = KRRB AK 的 长 - 

分 析 ”由 于 长 方 体 ABCD — A, BC, D; 的 大 小 是 确定 的 ,所 以 本 题 适宜 于 建立 空间 
直角 坐标 系 来 解决 . 

# (DD 以 DA .DC.DD, 所 在 直线 分 别 为 x 轴 、y 轴 ,= 轴 建 立 空间 直角 坐标 系 , 则 D(0， 
0,0) 403,00) ,C00,3,0),B(3,3,0),A, (3.0.4).D,(0.0,4),C,(0,3,4),B, (3,3,4). 


i& E(0.3,2) ВЕ. BÛ = 0, 即 9 一 4z 一 0, 得 = 一 号 , 故 E(o3, 


了 


FRAC. DB ОА DE =зхз-4х% =o. 
MUAC 1 DB.A.C | ОЁ. A.C 上 平面 EBD. 
(2) MDR = DB + РЁ — (33, меи) а K (313A + зити) EMAR 


4+35 


= (4-3.4 r4). 
AXAR | ОВА К. DË = o. 


34 3.31 +3. e 4) (3,3.0) =0. 
тиса) 


化 简 得 ,24 十 4 一 1 一 0. Ф 
BJ. BAR L DÉ. 162 + 25 — 16 = 0. ° 
їФ,®йы = ди = у 


RAR = ( 


ЕРИ r (对 ) + 


34 

思考 题 2 EPA PË PE 是 空间 中 两 两 简直 的 三 个 单位 向 组,r 是 过 点 卫 的 一 个 
PAB C 分 别 是 点 A BC 在 平面 x 上 的 射影 ,求证 :ON 十 DB" + OC”: = 2. 

分 析 ШАРЛ PE PË 两 贡生 直 , 我 们 联想 到 长 方 体 , 注 意 到 PA” PB PC 分 
ЖАРА PB. PC 在 平面 x 上 的 射影 , 且 1 РА |=| PË |=! PË |= 1. 0131 APA РВ PC 
与 平面 x 所 成 的 角 , 从 而 将 证 明 PA” + РВ" + PC = 2 转化 为 角 的 二 角 恒等式 . 

EM RPA PEPE 与 平面 所 成 的 角 分 别 为 a.8.7, 由 于 点 A.B.C 在 平面 x 上 的 身 
影 分 别 为 A' .BC ,所 以 LAPA’ = a, 2ВРВ' = f. ZCPC' = y. XA | PA (= | Pñ |= 
| PC | = 1 所 以 | PA” |= cosa, | PB" 1 = cosp, | FO | = соку, BPA” + PB": + PC”: 
= costa + cos 8 + cos’ y. 

Мау 07 或 90" nt, h PA, PË, PE W Їй. со'а + сокр + 
соку = 2 最 然 成 立 . 


С 
Mapy 均 为 锐角 时 ,将 平面 x FE. EZ 35 6) EPA PB. ү LA 


PË 所 在 直线 分 别 交 于 点 A, B,C ,并 以 PA „РВ, .PC, 为 相 邻 
己 条 梭 作 长 方 体 ( 见 图 4-8), 则 a.8.y 分 曾 为 PA, „РВ. .PC 5F h 
ША, В.С, 所 成 的 角 、 


fF PH 上 FE ABC Фа Н. А 
costa + cost + cos? y 


ар 


СТЕ 


(sina + sin? g+ sin. 


记 PA, = a,PB, = b.PC, 


costa + cos g+ cos 


下 面 用 体积 法 求 PH. 
在 A4, BiC, tP i RHEE 
A + Cı Bi — A Bi 
СГА, * С.В, 
a EHaD HE HE) a H) 
2 VE FANE FEY 


cosZA(C,B, = 


= VOTE 
Уе Fae 


MIM Saw, = EGA + G BisinZAG B, = 1 VF FFE TFET. 


ВИД sin ZA, CB, I 
ГЕУ 


1 „е ск 
RAA Vrone, = Lak ,所 以 Snes * PH = Lak. 
Г ЕНГ" 
TE PH = rane, FTP 


因为 cosie + cos’ 8+ cosy = 3 一 PH ( 
3 + 

综 上 所 述 ,总 有 соба + сок g+ cos y = 2, 

ИРА" + РВ? + PC”: = 2. 


同步 检测 4 
一 选择 题 
1. 如 图 4-9, 在 正方 体 ABCD -ABC D: P.E AHHAR 
Ас, L-A, BA. Ë = L AC. ФАЁ = 1AA, + „(AB + АЙ). 
则 实数 工 y 的 值 分 别 是 … 


Ру НИЧЕ н 
D.z= 1. = + 


2. 将 空间 中 以 AC0.0.0), B(10,10,0),C(0,10.0), D(0.10,5) 为 顶点 的 四 面体 
ABCD 记 为 V, 点 P(2.7,2), 则 下 列 判 断 正确 的 是 E 

А.ЖРЖУ 的 内 部 

B. 点 在 V 的 一 个 面 上 ,但 不 在 校 上 

C. 点 忆 在 V 的 一 条 楼 上 

D. 点 己 在 V 的 外 部 

3. 在 空间 直角 坐标 系 O— ryz 中 ,过 点 РО, 一 3,5), 且 与 向 量 d 
行 的 直线 1 交 平 面 yOz 于 点 QQ, 则 点 Q 的 坐标 为 


A.A, —4,7) B. (0, — 2,3) с. ( 


1 
з›-т©) 0.0-40.-0 


4. 已 知 ABCD 为 四 面体 ,0 为 底面 ABCD 内 一 点 , 则 0 一 Ай +€ +АБ› 是 


Ож ABCD 重心 的 
A.A ЕЕ 要 不 充分 条 件 
C. 充 要 条 件 D. 婚 不 充分 也 不 必要 条 件 
5, 在 平行 六 面体 ABCD 一 A,B,C,D, # .E.F.G.H.P.Q 分 别 是 楼 AAAB .BC、 
CC, CD .DA, 的 中 点 , 则 с) 


А.ЕЁ +6Н +Рф—-0 B. EÊ — GH - PÀ = 0 

c. EF +H - FQ = 0 D. EP -GH + PQ =0 

6. 在 楼 长 为 1 的 正四 面体 ABCD Ф.Е,Е 48 ЖИ BC.AD 的 中 点 , 则 AE + CF = 

ө + y 
1 1 3 

A. -去 x c.- р.о 

7. 正 方 体 C = (roye) |0 < xry, 2 < 1} а 

的 部 分 数 是 … 
А5 в.6 Ст D.8 


в. 在 四 面体 ABCD Ф.Р E S ABC 内 一 点 ,Q 是 面 BCD h- k. R RAP = 
+ y0 .A@ = АВ + AC + AB. = PARR AQ 与 DP 的 关系 是 … 


A. AQ 与 DP 所 在 直线 为 异 面 直线 B.AQ 5 DP 所 在 直线 平行 
C. 线段 AQ 与 DP 必 相交 D. ñ B AQ 与 DP EK EHX 


二 ,填空 题 


9. 在 空间 直角 学 标 系 中 ,已 知 点 A(1,2, — 1. #1 08 50A X F x Фл. ЖОС 


«р 


ال 


OR 关 于 平面 Oy 对 称 , 则 向 量 BC HEKA | 

10. 已 知 三 点 A(1.0,0),B(0.1,0),C(0,0,1), А D # £ DB | AC,DC | АВ. 
IDA | =| BCI M DARSE 35 

ll. P.A.B.C 为 空间 四 个 点 ,FA = a, PË = b, PČ =e, H a+b+e= 
Бенета 1, | al+i b+ e= 

12. 在 空间 直角 坐标 系 中 ,已 知 三 点 A(3,0,0),B(0,4,0),C(0,2,0),P(rvyvz) 是 平 
Ж ABC 内 一 点 , 则 x,y.z 满足 的 关系 式 是 

13. E io IH # P— ABCD 的 底面 是 平行 四 边 "НАЙ = 2, -1-045 = a, 
2,0),АВ = (一 1,2, 一 1), 则 PA 与 平面 ABCD 的 位 置 关系 是 

14. 正方 体 ABCD — A,B,C, D, 的 模 长 为 1, 以 口 为 原点 ,DD 太 、 
ТКТ 所 在 直线 分 别 为 了 Фу k. 轴 建 立 空间 直角 学 标 系 
MN EFE BA AB, f BC A $ AR. ФА M 在 AB, k. 
N £ BC, E.M EMIN 的 坐标 为 


= 


4 
W P—ABC #,О $ £. ЛАВС + x. РА 
= a, PÊ = b, PÊ = c. NPO = x 


17. & # B| йй # ABCD Ф.АВ = AC,DB = DC. 
(D 求证 :AD | BC: 
(2) 着 AD = BC.E.F.G.H 分 别 为 AB、AC.CD、DB 的 中 点 ,求证 :BG L FH. 
18. (2004 年 山东 省 商 中 数学 竞赛 试题 ) 已 知 正方 体 ABCD 一 
ABC, D, 的 楼 长 为 1.M.N.P p M АВ CC, .BC .CD 的 中 点 . Ж 
证 :AP | FW DMN. 
19, 过 四 面体 PABC 的 每 条 楼 及 其 对 棱 的 中 点 作 平面 ， 试 证 这 “ 


些 平 面 交 于 一 点 
20. wM 4-11,P 4 AABC 所 在 平面 外 一 点 , 记 PA = a, PË = 
b.PC = c. E PA .PB .PC 两 两 委 直 ,月 为 AABC НФ. mau 


D 来 证 :AABC 为 锐角 三 角形; 
《2) RA abe Ж ЖЮ ШРИ. 


BES AM 空间 中 的 距离 


Б 知识 点 全 


1. 空间 中 的 六 种 距离 

空间 距离 包括 :两 点 他 的 距离 .点 到 直线 的 距离 , 异 面 直线 间 的 距离 .点 到 平面 的 距离 。 
直线 与 平面 的 距离 ,两 个 平行 平面 的 距离 . 其 中 核心 问题 是 点 到 直线 ,点 到 平面 的 距离. 

2. 空间 距离 的 求法 

对 于 宣 间 各 种 距离 的 计算 , 妊 要 掌握 其 概念 ,又 归 能 进行 它们 之 间 的 转化 ,还 要 能 通 
过 作 辅 助 图 形 及 应 用 解 二 角形 的 方法 求 出 这 些 帅 离 . 必要 时 ,还 可 通过 特殊 的 方法 与 技 
йт. 

《1) 两 点 间 的 距离 即 线段 的 长 . 常用 的 求法 有 :CD 通过 解 三 角形 求解 ;@ 利用 空间 两 
点 间 的 距离 公式 计算 ;名 将 线段 的 长 转化 为 向 量 的 模 .利用 空间 向 量 的 数量 积 求解 

(2) 点 到 直线 的 距离 . 常用 的 求法 有 :QD EH ERE. HHR HR O 利用 平面 几何 知 
识 , 如 转化 为 求 三 角形 的 高 ;@ 利用 向 量 求解 

《3) ЯШ. 这 是 一 个 难点 ,常用 的 方法 有 :GD 直接 法 : 兆 作出 公 垂 线段 ,再 
求 其 长 度 + 加 转化 法 :将 异 面 直线 的 喷 离 转化 为 直线 与 平面 或 平面 与 平面 的 距离 !@ 极 值 
法 :引入 变量 ,转化 为 求 函数 的 最 小 值 ;@ 问 最 法 : 设 是 异 面 真 线 a、b 的 法 向 量 , 点 A.B 
分 别 在 直线 a.b 1: МАВ 在 上 的 投影 的 绝对 值 即 为 异 面 直线 。 ВОВЕ А 

《4) 点 到 平面 的 距离 . 常用 的 求法 有 :CD 直接 法 : 先 作出 垂 线段 ,再 求 其 长 度 ;@ 体积 法 :将 
点 到 平面 的 距离 转化 为 求 三 校 锥 的 高 :四 向 量 法 : 设 已 为 平面 "外 一 点 ,PA 是 平面 "的 一 条 斜 
线 (A DEE) п 是 平面 a 的 法 向 最 . 则 FE 在 mn 上 的 投影 的 绝对 值 即 为 点 P 到 平面 的 距离. 

(5) 直线 和 平面 的 距离 . 可 转化 为 点 到 平面 的 距离 来 解决 

(6) 平面 和 平面 的 距离 . 也 可 转化 为 点 到 平面 的 距离 来 求解 


Ф: 


` Û EBS 


例 1 ООШОТ 已 知 正方 体 ABCD — А,В,С, D, 的 校长 为 1， 
SA RTH ACBD, 的 对 称 点 分 别 为 P.Q. 则 Р.О 两 点 间 的 距离 为 ША А 


ка wi сз та 


2 


分 析 Жани БЫНА, 实质 上 是 一 和 因此 , 求 线段 
PQ 的 长 可 转化 为 求 AAPO 中 位 线 长 的 两 依 . 当然 ,本 题 也 可 以 通过 建立 空间 直角 坐标 
系 ,利用 空间 两 点 问 的 距离 公式 求解 . 

解法 1 HMI 5-1. AP EA,C FM.AQ EBD, F N. 
对 称 性 知 ,M、N 分 别 为 AP „АО 的 中 点 , 则 PQ = 2MN. 


ЖИК AC {E RIAA, AC 中 ,由 射影 定理 .得 AM 一 此 


.可 多 ,AM EAC 的 一 个 三 等 分 点 


同 理 可 证 ,N 是 BD, 的 一 个 等 分 点 . 


Га 


在 知 形 A BCD, Ч йш MN 一 ТАВ = 


шро = 2MN = 202. А. 


解法 2 以 口 为 原点 ,直线 DA .DC `.DD, RAH r My 
轴 、= 轴 建 立 空间 直角 坐 杯 系 如 疼 5-2 所 示 , 则 A(1,0,0) B0, 
1.0),C(0,1.0),D,(0.0.1.A,(1.0.1). 

在 平面 A,AC 中 .点 A(1.0,0) 关于 直线 AC 的 对 称 点 P 


вян {туз = ) ЕТШ ABD, 中 .点 AC1.0,0) 关于 直线 


BD, 的 对 称 点 Q 0 * (тут 


评注 ”在 解法 1 中 ,关键 是 正确 作出 直观 图 ,通过 对 称 性 ,利用 三 角形 的 中 位 线 , 将 
来 PQ 转化 为 求 MIN; 在 解法 2 中 ,关键 是 求 时 称 点 PP.Q 的 泽 标 . 可 先 分 别 求 出 AP KAC 
的 交点 M.AQ 与 BD 的 交点 N 的 举 标 ,再 利用 线段 中 点 举 标 公式 求 忆 .Q H BH. 

#2 ”如 图 5-3, 在 正三 楼 柱 ABC — A, B.C, 中 ,AB = 6.88, 9 
三 8,D 为 AB 的 中 点 , 则 异 面 直线 CD 与 A4,B 的 距离 为 | 

分 析 ”注意 到 CD | 平面 ABCD. 只 须 在 平面 ABCD WILA DF 
A.B 的 垂 线 , 便 可 得 到 两 异 面 直线 的 公 生 线段 ,然后 解 三 角形 则 可 求 出 в. 
公 重 线段 的 长 ,本题 也 可 以 引入 变量 > = ВЕ. HARRA KER. 

解法 1 在 正三 棱柱 ABC — A, B,C, 中 ,侧面 ABBA, | 底面 
ABC,H D # AB 的 中 点 ,所 以 CD | ЖШ АВВ,А,. 

在 平面 ABB,A, 内 , 作 DE 1 A,B. EE E.M CD | DE , 故 DE 是 异 面 直线 CD 和 
АВАВ. 


ЖЕ КАЛ ВЕ 中 ,DE = BDsinZABA, = 


解法 2 设 E 为 A,B 上 任意 一 点 ,BE = r, 在 人 ADBE 中 ,cosCDBE = АВ = 
由 余弦 定理 ,得 

DE: = Вр? + BE’ — 2BD + BEcos/ DBE 
3 


=9+r -6r. 
M x = Ê MDE 


5° 
因为 平面 ABC | Pi ABB, A, , E DIAB 的 中 点 ,所 以 CD L Pii ABB, A, ,从 而 
CD 上 DE. 


9 


144 


故 异 面 直线 CD MA: B 的 距离 为 DE = 12 

评注 。 上 面 应 用 了 求 并 而 直线 距离 中 的 直接 法 和 村 值 法 ,本 是 < 
还 可 以 用 向 量 法 求解 sa 

例 3 如 图 5-4,AABC ашка 的 正三 角形 ,为 N / 
AABC 所 在 平面 外 一 点 , 且 PA 上 平面 ABC,P4 = 2,D.E ЯЖ * 


ВС ‚АС 的 中 点 , 求 直 线 AD 和 PE MER. 图 5-4 
分 析 ”由 于 4D 和 PE 是 两 条 异 面 直线 ,它们 的 公 垂 线段 在 何 处 不 很 明显 . 注意 到 下 为 


e _ 


AC 的 中 点 ,着 取 CD 的 中 点 上 . 则 АР // EF ,从 而 AD // 平面 PEF. 故 直线 AD 到 平面 PEF 
的 距离 即 为 异 面 直线 AD 和 PE 的 距离 ,而 线 面 之 间 的 距离 又 可 转化 为 直线 上 一 点 到 平面 的 
距离 ,从 而 可 用 体积 法 求解. 当然 ,本 题 也 可 以 用 代数 方法 来 解决 

MÈL 如 图 5-4, 取 CD 的 中 点 下 ,连接 EF , 则 AD // EF ,从 而 AD / 平面 PEF， 
同 题 转化 为 求 点 A 到 平面 PEF 的 距离- 

设 点 A 到 平面 PEF HERY h. 


2 
BIN Same = F Same = МУ = JF, PRD Ум» 


ч PA = Š Š. 


又 因为 


PE 
РЕ 


VPATFAE" = (2.6. 
JPA TAF = (2. VI, 
«= ЕЕ = +AD — уй. J, 


b 


所 以 P= batito = ов Л +). 
由 海伦 公式 ,得 Sare = Vp (p = ap Ср с) = 3. 


从 Vi = E Same * h = h. 


3 


H Vv-rer = Vr-mwr ,得 有 = 


3 
故 直线 AD 和 PE 的 距离 为 2 VF. 
解法 2 如 图 5-5, 设 异 面 直线 AD 和 PE HARRBRAFG ,过 ^ 


G 作 CH | AC, EE 9 H.W GH / PA ,连接 FH. 

因为 PA | Ж ABC,GH // РА ,所 以 GH 上 平面 ABC ,从 而 
GH / FH. 

又 因为 GF 1 AD ,所 以 HF 1 AD. 


GH _ЕН A 
设 FH = х. AH = 2r, СН = EH ,得 
РА AE ы 
; 2042 22) z, 
GH ee i 
27 ЖҮ 
从 而 FO? = FH? +GH? = P + (2— Ez) = 3m — 4 fiz +4. Ф 


Җ РЕ? = PA? + АР! = 4+ 3Y = 


PG _ AH = 23 2z _ д, 
由 FE 7 AE PG 24E Ух. 


x +4,PE = УРАТ + AE: = 2 13. 


„Ф 


在 RtAPGF 中 ,FG* = PF: 一 GF: =4— 3r". Ф 
h O.O H 32° — A Zr +4 = 4—3r'.B 3. — 242 = 0. 


解 得 z+ = Эд O 8 ro? = + 
= yade 
аю = Ê. 


WE HHIBAHEFH RA AD 与 PE 的 距离 转化 为 求 直线 AD 与 平面 PEF 的 
距离 ,进而 转化 为 求 点 入 到 平面 PEFE 的 距离 ,并 应 用 体积 法 使 问题 得 到 了 解决 . 解法 2 是 
一 种 代数 法 ,通过 两 次 计算 建立 了 关于 工 的 方程 . 

例 4 (2002 年 湖南 省 高 中 数学 竞赛 试题 ) 在 单位 正方 体 ABCD — A,B,C, Di 中 ,E、 
下 分 别 是 AH .BC 的 中 点 , 求 点 D 到 平面 B, FF MEM. 

分 析 HD AMPT B, EF 作 垂 线 , 重 趾 落 在 何 处 ?因此 ,直接 求解 有 一 定 的 困难 
注意 到 人 DEF M A.B, EF 的 面积 都 容易 计算 . 且 BE 为 平面 DEF D 
上 的 商 , 所 以 本 是 可 用 体积 法 求解 . 当然 ,本 是 通过 建立 空间 直角 À AFA 
坐标 系 ,利用 向 量 来 解决 ,也 大 一 种 不 错 的 选择 . 

c 
4 


解法 1 如 图 5-6, 连 接 DE .DF .DB, .由 对 称 性 知 ,人 DEF 2 


1 D 到 平面 B EF 的 距离 为 上 ,由 Vo wz = Vur sf A 


l 


mir th = +S * B.B. 


TR. = ВВ = 1 
故 点 D 到 平面 BEF 的 距离 为 1. 
解法 2 建立 空间 直角 坐标 系 如 图 5-7 所 示 , 则 D(0.0,0)，4 


вала) yu). 


FREE (0. 二 ,一 上 BF- (-+ 


设 平面 B EF 的 法 向 量 为 n = (r.y) NIM n | BË, Ж 
BF. n‘ BÈ = on BP = 0.EM 


令 = К 
所 以 (— 2, —2.15. 
хов = (1. у-о).й D RIF B, EF 的 距离 为 


Ф. 


МС +? + 

05 在 四 面体 ABCD 中 . 面 ABC 和 面 BCD 都 是 边 长 为 26 的 等 边 三 角形 , 且 4D 一 
2 Ta. ik M.N ЯЗВ AB CD 的 中 点 , 求 M.N 在 四 面体 表面 上 的 最 短 更 离 . 

分 析 ”在 四 面体 的 表面 上 ,由 M P| N 有 四 种 可 能 的 情形 ;(1) 由 M 经 4C 到 Ni(2) 
由 M 经 AD 到 Ni(3) 由 M 经 BC 到 NG) 由 M 经 BD 到 N. 对 于 每 一 种 情 攻 ,为 了 求 M、 
N 两 点 间 的 最 小 距离 ,只 须 沿 所 经 过 的 校 , 将 楼 两 侧 的 两 个 面 展开 到 同一 个 平面 内 即 可 . 

# ДАВС ABCD 都 是 边 长 为 2e 的 正三 角形 , 且 AD = 2Y54, 所 以 AB 1 
BD,AC LCD, 且 AB = BD = 2а.АС D = 2a. 

情形 (1), 沿 ACH ДАВС ft AACD 展开 在 同一 平面 内 ( 见 几 5-8) ,由 题 设 知 ,CM 一 
МЗа,СМ = a, 2МСМ = 120°, fE AMCN 中 ,由 余弦 定理 ,得 

MN = VC Va + a° — 2 + За + асов120° = 4 + За. 

情形 (2), 沿 AD 将 AABD 和 AACD 展开 在 同一 平面 内 (如 图 5-9 所 示 ) ,展开 图 是 

边 长 为 24 的 正方 形 , 则 MN = 24. 


4 с 8, 
2а 
D ч u 4 D 
2 A 
وهاو‎ 


网 5-8 95-9 19510 

情形 (3), 沿 BC 将 ДАВС 和 ABCD 展开 在 同一 平面 内 (如 于 5-10 Br 25) , MEE PA Ж 
К 2а, Z BAC = 60° MRE. M MN = 2а. 

情形 (4), 沿 BD 将 AABD 和 ABCD 展开 在 同一 平面 内 ,其 展开 图 类 似 于 情形 (1)， 
MMN = 4 + 3u. 

综 上 所 述 ,MN 两 点 在 四 面体 ABCD 表面 上 的 最 短 距离 为 24. 

评注 。 利用 展开 图 末 几 何 体 表 面 上 两 点 间距 离 的 最 小 值 ,是 一 种 常用 的 此 本 方法 ， 

#6 RE AB 与 平面 平行 ,平面 。 KRR AA, BB, (A, Bı HEHE 与 平面 a 所 
成 的 角 分 别 为 30" 和 60”, 肯 A,AB = ZB, ВА = 90°,AB = a, A, Bı = h(a < b). Ж AB 
与 平面 < 的 距离 . 

分 析 本题 人 手 并 不 难 ,可 先 过 直线 AB 作 平 面 | a, 交 平面 a 于 CD ,问题 的 关键 
BEBE А.В, 与 交 线 CD 的 位 置 关系 . 因此 .本 题 需要 讨论 

# 过 点 A\ 卫 分别 作 AC | a BD | а. ЖФ CD Ж СЮ. AB LCD. 


-$ 


(D HHE А. B, 在 CD 的 同 侧 时 .如 图 5-11, 过 点 咏 {F€ BE 
J ACERA E. HERI, / АА,С = 30°, ZBB, D = 60°. it AC 


= BD = z, W AC = reo" = Fr, EC 
ТЕ КЕЛА, ЕВ, ф,А, В, = b,B,E = CD = AB = a, AE 
一 AIC 一 EC = Fr. MAREE. 
(fr) =e- Ес 


(2 HPE A, B 在 CD 的 异 侧 时 ,如 图 5-12, 过 点 A, 作 
АЕ | В.р. B, D EKR T E. MEE 


АС = x p=. 


ЕНИ. 直线 AB SPM a ва Т УЗ 


5 

评注 жиле Банан. 鸯 此 ,要 注意 因 图 形 位 置 关系 所 引起 的 讨论 . 

例 7 空间 一 点 到 正四 面体 ABCD 的 顶点 人 .有 的 距离 分 别 是 2 和 3. 当 这 个 正四 

面体 的 校长 和 位 置 都 变化 时 , 求 P S P| CD 所 在 直线 的 最 大 是 离 ,并 求 此 时 AB WK. 
分 析 。 由 同意 知 . 己 点 的 轨 壹 所 在 平面 必 与 AB 垂直 , 取 CD 的 中 点 上 ,问题 转化 为 : 平 

fi E Ms Р P| AABE Bi A,B REM BY N 2.3, =4 SABE 变化 时 , 求 己 到 巨 的 最 大 距离. 
М ”由 于 四 而 体 确定 后 ,P 点 轨 连 亦 确 定 , 且 P 点 轨迹 所 在 平 

而 与 AB ЕЙ. W CD WAE MHRA P EF ABE 内 , 且 与 E 


4 
А / Хд 
在 AB 异 人 时, 记 点 到 CD 距离 才 取 得 最 大 值 . 于 是 ,问题 转化 为: g 
“BEA P AR AABE Th BENA 2.3, A АЕ = ВЕ = 


San, 当 AABE 边 长 ,位置 变化 时 , 求 P 到 EE 的 最 大 距离 . ” 


如 用 5-13. 作 ZP'AE = /PAB, 使 PA = УЗАР. 


АЕ = УЗ PAB = LP'AE, 所 以 AAPB со ЛАР'Е, АЙ РЕ = 


XENA = АР. СРАР' = LBAE. 所 以 AAPP' оо AhBE, 于 是 PP' = 


5 


H PE < PP'+ P'E = 
¥ PE 取 最 大 值 时 ,PP 、 


ZARR. 


HF PA = 2. /АРЕ = ZABE,PE = Aag cosZAPE 一 
Ав = УЗ, 


ив ШН 5-14. = P — АВС 的 底面 
АВС УШ SO 的 底面 OO 都 在 平面 #4 , E1 OO 
iA A,X OOM HE AD 上 BC. E 3 E. R= 
Ж P -- ABC 的 所 在 楼 长 都 是 1 ,图 锥 SO 的 底面 
Be an за 1, 求 加 锥 的 顶点 S 到 三 校 
锥 三 个 侧面 的 距离 . 

分 析 ”由 对 称 性 知 , 当 S 到 侧面 PAB 和 侧 
面 PAC 的 距离 相等 ,所 以 只 需求 点 S 到 侧面 PAB 和 侧面 PBC 的 距离 即 可 . 由 于 
PEDS 1 侧面 PBC, 且 面 PEDS f # РВС 一 PE, 所 以 点 S 到 真 线 PE 的 距离 等 于 
到 侧面 PBC 的 距离 . 为 了 求 点 S 到 侧面 PAB 的 距离 ,我 们 可 将 SO 作 适 M 
当 的 平移 ,连接 CH 并 延长 交 AE + F(H 为 顶点 P 在 底面 ABC 上 的 射 
影 ) ,在 平面 a 内 ,过 点 〇 作 AB 的 平行 线 , 交 CF ë ft T G. š: G fr GS” 


тзн 


1 FM e, HK SG = SO = ÅAS 与 S 在 平面 。 的 同一 侧 , 则 p Ё 


SG ALSO. 显然 ,平面 PCG | 侧面 PAB, Ei PCG 门面 PAB = РЕ, 
题 转化 为 求 点 S' 到 直线 PF 的 距离 . [si @ 
解 SR S 到 侧面 PBC HER. 图 5-15 
fE PH | АЕ.Ж E 9 H.W PH | а, Я SO、AE .PE 在 同一 平 而 
A E. WHA PE 与 SO 的 交点 为 M( 如 图 5-15). 在 平面 内 , 作 SN 1 ME REH М.) SN 
的 长 即 为 点 S 到 侧面 PBC 的 距离 


йм АЕ = РЕ = Ê ,EH = Ê. pH = 着 ,aa = 1,80 = op = La +. 
2 з т £ 2 
由 RAPHE со RIAMOE ,得 MO = PH- 0Е — уб, 


HRA S 到 侧面 PAB 的 距离 . 95-16 
连接 CH 交 AB 于 F .并 延长 到 G, 使 0G / AH( 见 图 5-16). 过 


GGS’ | Fiia AMS 


连接 PF, 则 PF L AB,AB | Yi PHF.S'G 在 平面 PHF 内 . 连 
接 S'S, 则 S'S Z AB. {E S'K L PF, 重 足 为 K( 见 图 5-17), 则 SK 
的 长 即 为 点 S 到 侧面 PAB 的 距离 . 


йз н; = LE ZFPH = 0. ZFS'G = 4. tang = PH = 


又 SF = VSO FFG ~ VË g RASKE 中 .有 


SK = S'Fsin(0+ = TOS + /D. 


综 上 所 述 ， 


AIM i PHC MIER 1.022246 一 V5), 点 S 到 侧面 PAB 和 侧面 


PAC HRH ОЗ). 
评注 上述 解 法 的 关键 是 将 求 点 到 平面 的 距离 转化 为 求 点 到 直线 的 距离 , 本 题 还 可 
以 用 体积 法 来 解 , 留 给 读者 去 完成 - 


W REAR 


思考 题 1 在 直 -而 角 a 一 AB 一 8 中 ,A 


f 


C a.CD C B.B “ВАС = 0, ZACD = g, 


E 

AC = a RAR АВ 和 CD 间 的 距离 - 

分 析 ”注意 到 异 面 直线 的 距离 ,是 分 别 在 两 条 异 耐 直线 上 的 两 点 距离 中 的 最 小 者 ， 
根据 已 知 条 件 , 本 题 适宜 用 极 值 法 求解 . 

解 ”如 图 5-18. 在 CD 上任 取 一 点 P. 过 P 作 PR | ACE 8 
E Е.П PR | 面 a. 在 面 a 内 ,过 R 作 RQ | АВ.&## О.Ж Р 
接 PQ ,由 三 垂 线 定理 知 ,PFQ | AB. 

设 CR zW AR 一 a. PR = ztang.QR = (а — rsin. 4 e" 
РЕ! + QR “tang ба — r) sinê 
"Û + tan" p)ar? — 2asin' 0 + т + a° sin", 


e+ ote ОРО согу” 


sin" + апр 
@ З а 
故 异 面 直线 АВ 和 ( D ива 
评注 Жала A 有 一 月 的 大 小 为 B(0 сак) A AB 和 CD 间 的 距离 可 类 似 
求 出 为 
ПТА asinê 
Vin + сод + соу + 2соїбсо1фсохё` 
ава a KA FF o Ж A A 6 E А BFR Ж, + AE E # ABCD — A BC, D, 
3 


TASR а. AB, 与 BD межжа 一 —— س‎ = 
Л + cot 45" cot 45" 


思考 题 2 EM ABC 昆 边 长 为 4 的 正方 形 ,已 .下 分 别 是 AB .AD 的 中 点 ,PE 垂直 于 
正方 形 ABCD 所 在 的 平面 , 且 PC 点 B 到 平面 PEF 的 距离. 

分 析 。 求 点 到 平面 的 距离 可 转化 为 求 直线 到 平面 的 距离 , 线 面 距离 可 以 在 它们 的 公 
重 面 内 找到 .连接 BD WN BD / EF .从 而 BD // 平面 PEF . В FIFE РЕР iñ W $ 
于 直线 BD 到 平面 PEF HFN. 又 EF 上 平面 PAC , 则 面 PAC 为 直线 BD 与 平 而 PEF 
MABE. 设 EF 与 АС 相交 于 Н.Е OK 上 PH(O 为 正方 形 F: 
ABC ВОТ) у КОНОК 的 长 为 点 B 到 平面 PEF 的 距离 . 

解法 1 ”如 图 5-19, 设 对 角 线 ACBD MXF O MEF Z 
АС FH kK PE PF PH. 

因为 BD WEF. 所 以 BD // Зва PEF. 

BUN B RIF di PEF 的 距离 等 于 点 〇 ) 到 平面 PEF 的 距离 . 易 
Bl H EF 的 中 点 ,PH | ЕЕ,РС 上 EF, 所 以 EF 1 FW PCH. 


i O FE OK | FW PEF MERE K 在 PH k. 
在 RIAPCH 中 CH = ЗАС = 3VZ,PC = 2. 则 PH = /РСТЕСН? = (27. 


E. EE 1 
从 而 sin PHC = рр = — 
z Р a2 


在 RIAOKH 中 ,OK = OHsinZ PHC = 2, 

解法 2 将 已 知 图 形 补 成 以 A,B,C.D.P 为 顶点 的 长 方 体 
《如 网 5-20). 延长 FE .CB 交 于 M, 连 接 PM 交 BB T N. 在 
RiAEBM 中 , 作 BQ | ME , 垂 足 为 Q, 连 接 NQ, 则 NQ | ME. 
在 RtANBQ 中 , 作 BK | NQ.# EX K. H ME | 平面 NBQ 
知 ,BK 1 ME. 从 而 BK 1 平面 PEF, 即 BK 的 长 为 点 甩 到 平面 4 
РЕР MEW. 


在 RtAEBM 中 .ZBEM = 45°, BQ = 


评注 ”长方体 是 一 个 重要 的 凡 何 体 , 通过 构造 长 方 体 ,把 求 点 到 平面 的 距离 转化 为 
求 点 到 直线 的 距离 ,使 问题 变 得 简单 ,明了 . 本题 还 可 以 应 用 体积 法 和 向 重 法 求解 ,请 读 
者 自己 去 完成 ， 


aaa 


一 .选择 题 


1. 在 楼 长 为 的 正方 体 ABCD — A,B,C D, 中 ,下 

A.B 8 АВ 5 CD, 是 距离 为 a 的 异 面 直线 

В. 异 面 直线 AA, 与 BC WA $ 8 ЖА, В, 

C. PEERAA, 与 BC 的 公 生 线 是 a 

D. 异 面 直线 AA. 与 BC HERE AB 

2. Ж HE 9 ABCD 中 ,AB = 3,BC = 4.РА 上 平面 ABCD, 且 PA 一 1, 则 已 点 到 直线 
BD 的 距离 为 oore с› 


Ф 


说 法 正确 的 是 


3. 设 正 AABC 所 在 平面 外 一 点 PP 到 三 个 顶点 .B.C 的 距离 相等 , 且 点 P 到 平面 
ABC 的 距离 为 2y3,PA 5 BC 的 距离 为 3, 则 点 A 到 平面 PBC 的 距离 为 


А.З в.2/3 С.з 0.443 
4. 如 图 5-21, 两 个 全 等 的 正方 形 AA,B,B 与 AA,CC 成 直 二 р a 
HA MARBICA~ АР, РЗАВ® Ж А, РАС 的 B 
та, E ¢) P 
A.d, >d; в.а < d: 


са =d; ра 与 di 的 大 小 关系 不 能 确定 4 с 
5. B io ЕШЮ # S— ABCD 的 高 为 2, 底 面 边 长 为 /2,P.Q 分 Ë 
HERR BD .SC 上 的 点 , 则 P.Q 两 点 则 的 最 短 距 商 为 


2⁄4 ` 245 

A.1 BY c.2 
6. ® 5-22, Кава f ABCD — A, BIG D, Ф.Е 
下 分 别 是 面 BCC,B, 和 ABCD 的 中 心 , 则 异 面相 线 EF УЛС 的 4 
LEE] 


РАЙ я 3 
z Ч юз 
Т.ж 1-0 tš Я 120°, $ ša й.АВ | 1 于 


24 在 半 平 面 有 内 ,CD | 1F D.CD —3.# BD = MERI 上 的 一 个 动 点 , 则 

AM 十 CM 的 最 小 值 为 … 
А.2/1 B.2V5 С.246 D. /% 

8. 正 方形 ABCD — A,B,C Di @ Ж Ка В АА, OC, РАФИ 8 E.F, N 8 f 


ACi 到 截面 EBFD, 的 距离 为 к 
А, вй, 


二 、 填 空 题 
9. HEH K % a tı E % fk ABCD — A, B,C, D, 中 ,过 Al,B CO 三 点 的 平面 与 正方 体 下 


„Ф 


жле | 
KW ABCD ИЖ ЖЕУ КА SI ИҢ В АС, RARER A 

10, 正方 体 表面 正方 形 的 对 角 线 所 在 直线 中 存在 异 面 直线 ， ТҮТҮГҮ 
йй 1, КЛ ЕЖЕ КЛ 

11. БЕ P 3 ДАВС AERP EAR AEW PA 的 中 点 , 且 BE | АС.РС | АС. 
# PA = a, PC = b, | ЖЕЙ Ж BE 和 PC HERRE 

12, 如 图 5-23. йк» 2 /3 @ E Z # ñ V — ABC 中 ,ZAVB 
= ВУС = ДСУА = 40°.3£ A # ЕЛЕЕ 5 ИЖ VB VC 分 别 交 б 
于 已 .F. 则 截面 AAEF 的 周 长 的 最 小 值 为 


13. 在 空间 VABC 中 ,AB = BC = 2a, ZABC = 120°,УА с 
上 平面 ABC,VB = 3a, 则 点 A 到 平面 VBC 的 距离 为 
14. Z Ж У – АВС 条 侧 棱 两 两 季 直 , 尸 是 底面 人 ABC 


点 ,县 点 卫 到 三 个 侧面 的 距离 分 别 为 2,3,6, 则 点 也 到 顶点 V 的 更 高 为 08 5-23 


15. fi ЕНИ + % iñ E = ВОНЖЕЊЕ- Ë , БНЯЯ — + = B f W fl EM 
六 面体 ,及 该 六 面体 的 最 短 模 的 长 为 2, 则 该 六 面体 最 远 的 两 个 项 点 间 的 玻 离 是 


16. 在 长 方 体 的 相 邻 三 个 面 中 ,有 两 个 面 的 对 角 线 长 分 别 为 4 和 5, 则 第 三 个 面 的 对 
角 线 长 的 取 什 范围 是 ы 


\ 解 答题 
17. 如 图 5-24,Р ЕЯ ABCD 所 在 平面 外 一 点 , 具 PAL # 
平面 ABCD. # Q b PA 的 中 点 ,AB = a, BC = b, PA = cR: 
DAQHÄRBD 的 距离 ; 
(2) 点 已 到 平面 QBD 的 距离. 
18. 已 知 正方 体 ABCD — A,B,C, D, 的 楼 长 为 1 bp 一 
(D 求证 :平面 ABIC // 平面 A.C, D; в с 
(2) 来 平面 AB,C 与 平面 ACID HEE %. юа 
10, 01002 年 全 国 商 中 数学 联赛 试题 ) 设 Lm 是 两 条 界面 直 
MELEK ABC 三 点 , 且 AB = BC. H А,В,С AR m HE ñ AD BE CF $ É fk 
次 为 DD,E.F. 已 知 AD = /I5.BE = ->.СЕ = VIORI 5 m HER. 


20. 正方 体 ABCD—A, B,C, D, 的 楼 长 为 2.M ARAA, 的 中 点 ,过 顶点 入 .B,C 作 国 
Tak p EM ЬЕ Ж—А,ЖЁ f PM 长 的 取 值 范围 . 


Ф 


:第 名 讲 空间 中 的 角 


эшо 知识 点 多 


L 两 条 异 面 直线 所 成 的 角 

两 条 挟 面 直线 所 成 的 角 是 通过 相交 直线 的 类 角 来 定义 的 ,根据 等 角 定 理 ,该 角 的 大 
小 与 顶点 O 的 位 置 无 关 , 因此 , 作 隔 条 异 面 直线 所 成 的 角 常 用 平移 转化 法 ,平移 时 要 注意 
利用 二 角形 的 中 位 线 。 

MAINAR MAME (0-7) 

设 4 d ЖИЕКП. BS SERE АВ FATE ФЕЛА ВАЕ. 
h E. % C.D 分别 是 4 上 的 任意 两 点 , 则 1 与 人 的 炎 角 为 aceos LAE BDL, 


2. 直线 和 平面 所 成 的 角 
平面 的 一 条 斜 线 和 它 在 这 个 平面 内 的 射影 所 夹 的 角 , 叫 做 这 条 斜 线 和 这 个 平面 所 成 
的 角 . 如 果 直 线 和 平面 平行 或 直线 在 平面 内 ,那么 这 条 直线 和 这 个 平面 所 成 的 角 为 0; 如 


果 直 线 和 平面 垂直 ,那么 这 条 直线 和 这 个 平面 所 成 的 角 为 号 . 因此 .直线 和 平面 所 成 的 角 


юмо. 5 1 


最 小 角 定 理 平面 的 斜 线 和 它 在 平面 内 的 射影 所 成 的 角 , 是 这 条 斜 线 和 这 个 平面 内 
的 直线 所 成 角 中 最 小 的 角 . 
ША 为 平面 a 外 一 点 ,B 为 a 内 一 点 ,n 是 平面 a 的 法 向 量 . 则 直线 AB 与 平面 a 所 成 


„Ф 


LAB -n 


的 角 为 aresin ELIOTIN 


кын al 

3. 二 面 角 

从 一 条 直线 出 发 的 两 个 半 平面 所 组 成 的 图 形 叫 做 二 面 角 .其 中 这 条 直线 叫做 这 个 二 
TE fh GH. 在 二 面 角 的 楼 上 任 取 一 点 0, 过 O 〇 点 在 两 个 半 平面 内 分 别 作 核 的 垂 线 OA .OB ， 
则 人 AOB 叫做 这 个 二 面 角 的 平面 角 . 二 面 角 。 一 /一 8 的 平面 角 也 可 以 这 样 作 :在 校 1 上 任 
W -点 0, 过 0 点 作 4 的 生 面 , 且 与 两 个 半 平面 a.8 的 交 线 分 别 是 射线 OA .OB , 则 АЛОВ 
为 二 面 角 a 一 /一 8 的 平面 多. 

一 面 角 的 范围 在 课本 中 没有 明确 给 出 .一般 是 指 (0.m) , 解 题 时 要 注意 周 形 的 位 置 和 


角 的 平面 角 常 有 三 种 方法 :Q 根据 定义 ;四 过 棱 上 一 点 作 校 的 垂 面 , 重 面 与 两 
个 半 平 面 的 交 线 所 夹 的 角 即 为 二 面 角 的 平面 角 ;四 I XERE HRI EH. 
另外 ,面积 射影 定理 也 是 求 二 面 角 大 小 的 一 种 常用 方法 , 它 可 以 同 避 作出 二 面 角 的 
жит. 
йл, 
-8 的 平面 


V авт 


例 1 在 正方 体 ABCD A,B,C, D, 中 ， 
上 一 点 ,着 D.F | FG.W3 8 СР 与 EG 

АЗ B$ А 

分 析 。 本愿 的 关键 是 先 由 D.F | FG 确定 G 点 在 BC 上 的 位 置 ,再 通过 平移 求 异 面 
直线 CF 与 EG 所 成 角 的 大 小 . 因此 ,本 题 可 用 代数 与 几何 的 综合 法 来 解 ,也 可 以 用 向 量 
法 求 后 者 可 能 会 更 简单 一 些 . 


解法 1 ”不妨 设 正方 体 的 棱 长 为 1, 记 BG = г. FG = BO +BF еар, 


分 别 是 二 而 角 = 一 /一 8 的 面 a.8 的 法 向 量 , 则 二 m,n; > 就 是 二 面 角 o 一 
或 其 补 角 的 大 小 . 


РОЭ AA, BB, 的 中 点 ,G HH ВС 


= В +ВЕ = Š. 
又 根据 长 方 体 的 性 质 , 得 
DiG: = CD? + Об? + DDÎ = = — 2r +3. 


9 


W DIF L FGA DF + FG? = DGM ( P })+ = s2r +3. 


- 1 = 1. 
Mü x = TM BG =. 


Ë 


如 图 6-1, 过 G 作 GH / ЕС, CC, 
角 ) 为 异 面 直线 C.F 与 ЕС 所 成 的 角 . 


Ж AEGH 中 ,EG* 


GH? = 129 = EH: RM ZBGH = 907. 


故 异 面 直线 C,F 与 EG FRM HT sk B. 
解法 2 i SEAM É bk f ШШ 6-2 F Aç i iF Jr ЖМ K 5 


ma 


1， 则 (0) 60:1-0 ,D, 00,0 又 设 a 
Оон. FREG = (wll, +D- ("= 14 
Fi = (н-10.- Z): 
由 DIF L FG JD Ë. FË = о, от + + 一 0. 得 m j 
- 3. 
T мв? 
于 是 ,到 = 2) 


XOF = (1,0. = +} ат. ер = 0.8 EG L СЕ. 


KAA EG SC FARMA sik B. 

评注 ”上 面 给 出 了 本 题 的 丙种 解法 ,它们 都 是 求 异 面 直线 所 成 角 的 基本 方法 , 解法 
1 先 通 过 代数 计算 确定 了 点 Ci 的 位 置 , 然 后 利用 平移 确定 了 两 杀 异 面 直 线 所 成 的 角 ，, 节 后 
通过 解 三 角形 求 出 这 个 角 的 大 小 ,运算 量 较 大 . 解法 2 应 用 了 向 量 的 方法 ,简便 易 行 ,应 于 
AFH. 

例 2 如 图 6-3, 在 正方 体 ABCD — A, B,C; D, 中,M 为 棱 AA, HP ВА С, 
一 MD 一 有 的 大 小 为 _ 

分 析 如果 用 几何 方法 去 求 二 面 角 C, 一 MD 一 B 的 大 小 ,那么 如 何 去 作 : 
MD 一 B 的 平面 角 ? 这 是 我 们 遇 到 的 最 大 的 困难 . 车 注意 到 С. — MD — D. 、 
和 B 一 MD 一 A 这 三 个 二 面 角 的 和 为 定 值 x. 且 C, — MD — D, .B— MD 一 A 这 两 个 二 面 
角 的 大 小 义 比较 容易 求 , 就 可 采用 求 差 的 方法 来 解决 . 当然 本 题 用 向 量 法 可 能 会 更 简 


ө. 
65 АР 


解法 1 如 图 6-3, 记 二 面 角 C, 一 MD 一 B 的 平面 角 为 09, 二 面 
йс — MD — D, 和 有 一 MD 一 A 的 平面 角 分 别 为 a,8, 则 9 十 a 十 
8= Ао = «Rat. 

不 妨 设 正方 体 的 校长 为 2, 则 

Sre = ЖЗ. = 1, P 

又 MB = MD = /S.C,M = 3,BD = сүр 二 2YZ, 所 以 由 海 А 

伦 公式 ,得 Sarun = 3.5 = Уб. 


4 


u 


Б 5 6 
x F-2 x k= „ще = акон, 


M соф =— costa + 2х1 


解法 2 建立 空间 直角 坐标 系 如 图 6-4 Ял ЕА 
长 为 1, 则 рко ооз ет 1.0) M( 1:055} C01, 
1 


于 是 7 = ‹1, 1,0). ОМ = (1. z) ТС = (0.1.0. 


设 平面 BMD 的 法 向 最 为 mW = (zy sa Wi n. | DB 
m 1 DM, fn, + DË ост DM = 0, + у Ооа ри 
=. 
Фа = f =—2.,у, = 2, a, = (— 2.2.1). 
同 理 , 平 面 C, MD 的 一 个 法 向 基 为 m: = (2.1, — 10). 
a mem Уб 
Mk cos < n, «n петт =F 


& 
于 是 ,二 面 角 C, = MD- B KDH arccos- 


评注 ”解法 1 应 用 了 补 集 的 思想 ,有 一 定 的 技巧 性 ,值得 重视 . 解法 2 利用 了 向 量 法 ， 
星 得 自然 ,流畅 . 

例 3 PA .PB PC EMP 点 出 发 的 三 条 射线 ,每 两 条 射线 的 夹 角 均 为 60°, 试 求 直 线 
PC 与 平面 PAB ЯФ. 

分 析 。 如 果 用 任意 的 平面 去 截 这 三 条 射线 ,将 会 给 后 面 的 计算 造成 困难 . 若 注意 到 
正方 体 从 一 个 顶点 出 发 的 三 条 面 对 角 线 两 两 的 夹 角 均 为 60", 则 可 利用 正方 体 这 一 工具 


go 


来 解决 . 

解 ”构造 正方 体 如 图 6-5 所 示 , 过 点 C 作 CO | Ж РАВ. 
是 为 0, 则 OXE APAB 的 中 心 ,于 是 ZCPO 为 直线 PC 与 平面 
РАВ 所 成 的 角 . 


HEPC = a.M PO = ZPD = atk cos CPO = 


即 直线 PC 与 平面 PAB ТДА 


评注 正方 体 是 立体 几何 中 的 一 个 最 简单 的 几何 体 ,也 是 一 
个 很 重要 的 几何 楼 型 ,许多 立体 几何 问题 都 可 以 通过 构造 正方 体 得 到 简捷 地 解决. 

例 4 (1998 年 北京 市 高 一 复赛 试题 ) 在 四 校 锥 S 一 ABCD 中 ,底面 正方 形 ABCD 的 
边 长 为 4, 侧 校 SA 一 SB = SD = 24,M HIR SA 的 中 点 ,N 为 校 SC 的 中 点 , 求 异 
面 直线 DM 与 BN 所 成 角 的 余弦 值 . 

分 析 ”注意 到 四 棱锥 的 侧 棱 都 相等 ,所 以 可 利用 平行 四 边 形 的 性 质 进行 平移 转化 ， 
肯 通 过 解 三 角形 来 求 角 的 大 小 . 如 果 用 向 量 法 来 解 ,可 同 澡 作 这 两 条 异 而 直线 所 成 的 角 、 
将 求 角 的 问题 转化 为 代数 运算 . 

解法 1 如 图 6-6, 延 长 BN 到 P, 使 NP = BN EK Q 
DM 到 Q; 使 MQ = ЮМ. BCPS 和 ADSQ 都 是 平行 四 边 
е. 


тв» 


HW SP LBC LAD ¿QS ,所 以 Q.S.P 三 点 共 线 , 且 PQ 
一 2BC = 2AD = 2а. 
过 点 尸 作 QD 的 平行 线 交 AD 延长 线 于 D,, 则 PQDD, Мв 
为 平行 四 边 形 , 故 LZ BPD, (RAR fA) 为 异 面 直线 BN 与 DM 所 成 的 角 . 
易 知 PD, = QD.DD, = PQ = 2а. AD, = За. 
ТЕ Ru A BAD. 中 ,BDi = АВ? + AD} = 10а'. 
在 口 BCPS 中 .SC + BP’ = 2BC: + 2BS: „В BP = Va, Pf 
WM PD, = QD = BP = уба. 
Ж APBD, 中 ,由 余弦 定理 ,得 
ба? + ба: — 10a* _ 1 
2.a ба © 
解法 2 如 图 6-7, 以 底 而 对 角 线 的 交点 О зл OB OC. 4 


OS 分 别 为 < 办、y 轴 .= 输 建立 空间 直角 坐标 系 , 则 B (a. 0.0). 


cosZBPD, 


C0,0).n( 


ИЗ M.N 分 别 为 SA .SC 的 中 点 ,所 以 M{0, 一 


2 


E, Z Ж 2 2 M, 
тата Paa) IN = (a sh Ee). 


4 

tt cos < DEN > БУ БЕГ! — 1 рии DM 与 BN ARMURI 
азу. 

BS 如 图 68, 在 人 ABC 中 ,<ABC = 90°,РА 上 平面 А 
ABCDE EHF} PC. AWK ACPC + D.E. Х РА = AB, £ 
PB = BC 3R DL BD 为 棱 , 以 BDE 和 BDC 为 面 的 二 面 角 的 度数 . 

分 析 ”本 题 的 关键 是 确定 二 面 角 下 一 BD 一 C 的 平面 角 . 拿 4 с 
ЯШЕН ПЯ) LEDC 很 像 是 二 面 角 EE -BD 一 C 的 平面 角 , 这 
是 一 个 很 好 的 念头 ! 我 们 或 者 去 证 实 它 . 或 者 去 否定 它 . 这 只 须 证 В 
明 BD EEE TOT ЖШ PAC WTI. 当然 .本题 还 有 更 精彩 的 解法 
在 后 面 . 

мй! KEY ZEDC E ИЕ BD — C 的 平面 角 - 

因为 E 为 PC 的 中 点 , 且 PH = HC, 所 以 BE 1 РС. 

又 因为 DE | PC ,所 以 PC 平面 BDE. 

从 而 BD | PC. 

又 PA 上 平面 ABC, 所 以 BD 1 PA. 

故 BD | 平面 PACI 人 EDC 为 所 求 二 面 角 的 平面 角 . 

ИНИ LEDC 的 度数 . 

设 PA = AB = а, PB = ВС 

在 RtAABC 中 ,AC = УАВ + BC 


图 6-8 


fa. 


在 RtAPAC фп tanZ PCA 一 ЕЕ РСА — 30°, 

在 RtADEC 中 .ZEDC = 90° — 30° = 60°. 

解法 2 同 解法 1, 得 PC | 平面 BDE. 

X РА | PH ABD.H Райл — BD 一 E 内 一 点 ,所 以 人 APE УША 一 
BD 一 下 的 平面 角 互 补 , 从 而 ZAPE 等 于 所 求 二 面 角 下 一 BD — C 的 平面 角 . 

同 解法 1, 得 2 PCA = 30", 从 而 ZAPE = 60°. 


аф» 


MEI 同 解法 1. 可 证 人 EDC 为 二 面 角 E 一 BD C 的 平面 角 . 设 2 PCB 
ZPCA = 0. АСВ = 有 
因为 PA 上 平面 ABC ,BC 上 AB, 所 以 BC 1 PB. 


由 三 余弦 公式 ,得 cos9, = = 

故 ДЕРС = 60°, 

评注 HEIKNT ARLHHFHRAS ph 8004 kx. SAREZ 
АФ. МАЧТА É E— BD 一 C 的 平面 角 . 解法 3 在 确定 二 面 角 的 平面 角 后 ， 
应 用 了 三 余 孩 定理 ,避免 了 复杂 的 运算 . 总 之 ,这 是 一 道 妓 要 论证 又 娄 计 算 ,难度 适中 , 思 
路 宽广 的 好 是 

例 6 如 图 6-9, 设 平面 AC 和 平面 BD 相交 于 BC, 它们 所 成 ў 
的 二 面 角 为 45". Р 为 面 AC 内 的 一 点 ,Q 为 面 BD 内 的 一 点 .已 知 AN 
直线 MQ 是 直线 PQ 在 平面 8D 内 的 射影 ,并 且 M {ERK BC E. ICKT 
设 PQ 与 平面 BD 所 成 的 角 为 8,ZCMQ = 0007 < 0< 90°) ,线段 NAN 
РМ 的 长 为 a, 求 线段 PQ 的 长 . 

分 析 ”虽然 所 求 线段 PQ 与 已 知 线段 PM 都 在 人 PMQ 内 ,但 
由 于 只 有 PM = а fl ХРОМ = p. WR PQ 还 是 显得 条 件 不 足 . 所 
以 我 们 必须 设法 应 用 条 件 CMQ 一 9 和 二 面 角 的 度数 45”. 注意 到 PQ 在 平面 BD 上 的 射 
影 为 MQ ,可 利用 三 季 线 定理 先 作出 一面 角 的 平面 角 , 有 了 较 完整 的 图 形 ,再 用 a.0.8 表 示 
PQ 就 不 难 了 ， 

М 如 图 6-9, 过 点 尸 作 PH | F di BD, 因 为 直线 PQ {EF i BD 上 的 射影 为 MQ . 
WER H 必 在 直线 MQ 上 . 青 过 点 H ff HN | BC, ERN N. 连接 PN ,由 三 重 线 定理 
知 ,PN | ВС. АРУН 为 二 面 角 A 一 BC — D 的 平面 角 , 即 Z PNH 

КШ. РОМ = 8.18 PQ = x, E RtAPHQ 中 ,PH = PQsing = rsin8. 


在 RIAPHN 中 ,HN = PHeor5 = rsing. PN = „Ех = Yarsing. 


D 
CER 


在 RIAMNH 中 .MN = HNcotó = rsinpcotg. 
在 RtAPNM 中 ,由 勾 股 定理 ,得 

PN: + MN: = PM, 

BD 2.2 sint + r" sin’ ofê = a°, 


„Фф 


WE = “Чоё 


sing VÎ F corê 

评注 (1 ) 本 题 涉及 的 知识 点 较 多 . 补 画 出 完整 的 图 形 ,是 解答 此 题 的 基础 (中 
利用 方程 的 思想 , 通过 三 角形 的 边 角 关 系 , 把 已 知 量 al 和 未 知 数 工 都 集中 到 
RtAPNM 中 ,利用 多 股 定理 建立 了 关于 了 的 方程 ,这 也 是 解答 立体 几何 计算 题 的 一 种 党 
LESS 

例 7 如 图 6-10. 在 矩形 ABCD 中 ,AB = 1.BC = mvO 为 8 
其 中 心 ,E0 | FW ABCD ,ED = n, HB fE BC 边 上 存在 唯一 的 点 


\ 

ЕУ EF | FD. P| mn а А ЖТ. ЖШ DEF 与 平面 > ° 
ABCD 所 成 的 角 为 60"? 并 说 明理 由 A 

分 析 这 是 一 个 条 件 探索 性 问题 ,可 引入 线 段 参 数 CF = € 
+ ,从 结论 入 手 ,结合 已 知 条 件 和 图 形 的 特点 ,通过 解 三 角形 建立 тело 
KF m m 和 + OO PE РНН ОАЕ tt RIOR Л mn n AÛ 
ЕЕЕ Ж 

м асг 一 人 过 点 O 作 0G | BOERI С МОР = К 200 = у. 


Өң А ПРОТЕ 1 |/ 现 a Cr 
FREF’ = BF О +GF =n ++ (5) == mr + е 


一 时 十 正二 二， 


DF: = CD: + СЕ? = 1 + * DE" = Ор? + ОЕ? 一 下 二 ( 262 Я F 


因为 EF 1 FD, 所 以 EF: + РЕ? = DE: „Вр 


В 207 — mz + 1 = 0, 


2 
7. 


(бөр кен унн = Ê же + 


BAA F FEE BW Яд = т 一 8 = 0.489 т = 2/2,Аййт = 


又 因为 BO | FD.EF | FD, 所 以 FD 上 平面 OEF, 从 而 FD | ОР. ZEFO ¥ 
面 DEF 与 平面 ABCD 所 成 的 角 , 即 人 EFO = 60°, 


Е КАД ЕОР 中 ,cosZEFO = OF 


= Š 
解 得 二 5. 


Жой m = 2 /2,n = 二 时 ,平面 DEF 与 平面 ABCD 所 成 的 角 为 0 


GF 


EEE 


评注 这 是 由 一 道 常见 题目 改变 而 来 的 题 ` 有 有 较 强 的 综合 性 . 解 题 的 关键 有 两 个 : 
Eh EF + DF? = DE 建立 关于 了 ,ll 的 方程 ,由 点 天 的 鸣 一 往 ,利用 判别 式 确定 了、 只 
的 值 ;二 是 由 面 DEF 5 & ABCD 所 成 二 面 角 为 AR n ti 

例 8 《第 11 REPRE RAERD a 6-11, 已 知 AB 
L BC, 锐 二 面 角 a AB -8 一 从 . 锐 二 面 角 为 8 一 AB 一 y= 0. 


FY AIF йа 成 锐 二 面 角 9,. 求 证 :cos8, + cos0. = cos0.. С 
分 析 AA Te TB XK. TF ШҮ + Жш. 
可 从 构造 长 方 体 人 手 , 注意 到 结论 只 涉及 到 三 个 角 0. .0. ,9, 的 余 V 
в 


ЕАС е ТИГРЫ 

解决 ТАТ 
证 明 ”构造 如 赂 6-12 所 未 的 长 方 体 ABEF — A.B, E, F, .使 矩 i 

Ж ABEF 在 平面 a HPM Я 5 EE, .FF,， 分 别 交 于 点 (`.D. 则 矩形 P RS 

ABCD EPWA HPH y УВ РР, .AA, 分 别 交 .G. 则 平行 

四 边 形 BCF,G EFM y 内. а 
ТАЯНЕ ABCD 和 CCF, 6; 在 底面 ABEF L (0918 AER 


ABEF ,又 平面 ABCD ВСЕ. 55 ¥ f ABEF 所 成 的 锐 二 面 角 М 


сла 


Я о 和 如 .所 以 


© тв? 


° 


М.Ф АРЕС | 平 而 ABCD . 且 它 们 的 交 线 为 AD. 

作 GM | AD.F,N 上 AD. EE $r М.М. GM 1 平面 ABCD,FN 上 平面 
ABCD. 

УИ С ВСЕ, С {E Fi ABCD 内 的 射影 为 四 边 形 BCNM. 
台 与 平面 ABCD 所 成 锐 二 面 角 为 0: ,所 以 


国 为 四 边 形 ABCD HIRIE. PELA ME ВСЕ, 为 平行 四 边 形 . 从 而 AD // BC / 
FGH AD = BC = FG. 

故 四 边 形 ADF,G 为 平行 四 边 展 . 

由 GM 1 AD.F.N | AD MAM = DN. 

JX МАВ = ZNDC.AB = DC .所 以 AABM 

有 Saw = Swee Ф 


用 四 .加 得 co + cosh: = дш. ® 


h OO {# cosh, + cosh; = cosh. 
评注 “本 题 主要 应 用 了 面积 射影 公式 .回避 了 作 二 面 角 的 平面 角 、 


ХЕ SERB 


思考 题 SABC 是 边 长 为 1 的 正二 角形 .PA | 平面 ABC, 且 PA = YŠ. D АД Ж 


于 平面 PBC 的 对 称 点 为 A, 求 直线 AC 5 AB 所 成 的 角 . 

分 析 ”要 作出 异 面 直线 A'C ЧАВ 所 成 的 角 并 不 难 , 难 的 是 下 一 步 的 计算 , 为 此 ,我 
们 可 以 从 判断 异 面 直线 A'C 与 AB 的 位 置 关系 信和 手 .注意 到 点 A' 与 A 关于 平面 PBC 对 
称 ,有 A'B 一 AB,A'C = A4C. 从 而 AB= AB = A'C = AC = BC =1, 所 以 只 要 能 证 明 
A'A 一 1, 则 四 面体 A'ABC 为 正四 面体 ,于 是 有 A'C 1 АВ, 要 证 明 A'A = 1, 可 通过 计算 
来 完成 , 当然 ,本 是 也 可 以 用 向 量 计 来 解决 

解法 1 如 图 6-13. 设 AA” 与 平面 PHC 相交 于 点 O, 取 及 的 
中 点 D, 则 O {E PD F 


在 RtAPAD 中 ,A0 上 PD,PA = 


УРАТ ЗГА" = ФУ?, 
+Ар 


由 面积 关系 ,得 AO = РА AD © 


用 6-13 
从 而 A'A = 240 = 1. 
HEA’ 5A 关于 平面 PHC 对 称 , 所 以 AB = АВ = 1,А'С = AC = 1, A'A = ЛВ 
= AC = 1, 
故 四 面体 A'ABC 为 正四 面体 ,A'C 1 AB , 即 异 面 直线 A'C 与 AB FF RAS ж 90°. 
解法 2 以 A 为 原点 ,AC、AP 所 在 直线 分 别 为 y 轴 \= 轴 , 建 立 空间 直 角 坐 标 系 如 图 


6-14 иж. Асо,о.о›. (8,1 ,о).Р(о.о.#Ё).Ссо,1.о). 


2 
Е 2 


тй,Ай - (G.L. 


Mi cos < ABAC 


故 真 线 AB 与 

评注 ”解法 1 的 关键 是 判断 四 面体 A ABC 为 正四 面体 ,这 其 中 凤 有 论证 ,又 有 计 
算 , 解 法 2 依照 固定 的 思维 模式 ,但 关键 是 确定 A 点 的 全 宗 ,这 其 中 也 包含 了 大 量 的 计 
х. 因此 ,这 是 一 直 羔 顾 论 证 和 运算 的 好 十. 

思 如 网 56-15.ABCD 是 直角 梯形 .一 ABC 一 
ВАО = 90°,5А 1 ЖШ ABCD.SA = AB = BC = 1LAD 5 


(DOR SC 与 平面 
(2) 求 点 A 到 平面 


角 的 大 小 - 

解 《1) 以 4 为 原点 ,以 向 址 AB ADAS 的 方向 分 别 为 Ar 
r 轴 ,y 轴 = 轴 键 立 空间 直角 坐标 系 如 几 6-15 所 示 . 则 A(0，“* 
0.0 .1801,0.00,C1 1.00.0 (0.0). S(O.0-, 

BCS = (=1, 1.1.AS = (0.0.1) 为 平面 ABCD 的 “个 法 向 最 ,所 以 SC ¥ 


面 ABCD 所 成 的 角 为 arexin Кее = ема”. 


meas 


(2) 设 平面 SCD 的 法 向 是 为 = Ayo Mh n | D.n i 50. n- С = om 
. 3 = 0. 


MÎ = (1.—2.— D. 
故 点 A 到 平面 SCD 的 距离 为 


VT 十 4 十 下 
СЗ) 平面 SAB 与 平面 SCD 所 成 的 锐 二 面 角 的 大 小 等 于 这 两 个 平 而 相应 的 法 向 世 A 广 
(9.21) SA n = Q. — 2. — D 所 成 的 角 8. 则 
LAD. ni 1 [6 


oO ТАБЛ" 


И SAB 与 平面 SCD RAZEM Y arccos Уб. 
评注 从 上 面 的 解 题 进程 可 以 看 出 .用 向 量 未 直线 与 后面 .平面 与 平面 所 成 的 角 以 
及 点 到 平面 的 距离 , 委 比 几何 方法 简捷 明 读 . 


同步 检测 6 
一 选择 是 


1. 正 四 面体 ABCD 中 ,已 下 分 别 是 校 AB CD 上 的 点 , 且 АЕ = ТАВ.СЕ 一 Тор. 
则 直线 DE 和 BF 所 成 的 角 是 


ЖУ 
А. arccos 二 B.arecos у C. x= arccos D.x arccos 1 
2. (2005 # Ж Ж # # F f * € RR) 如 图 6-16, 已 如 正方 体 D, с 
ABCD АВС, Ф.Е. # M £ AB AA, 的 中 点 ,出 平面 A Ç 
CER, 5PH DPB, ИЖ >л ИЖИ ЕНЕ == C) 
1 ГА А 
А, в. я 
с z D.1 4 a 
теле 
З 如 果 直 角 三 角形 的 封 广 在 平面 e 内 ,两 条 直角 过 所 在 直线 


与 平面 a 所 成 的 角 分 别 为 0 E O. BL б, ,2 满足 的 条 件 是 
n’, + sin'0; > 1 


C. sin", + sin": > 1 


B. 


иб, + зб; < 1 


D. sin’, + зіп. < 1 
4. (2006 年 江苏 省 高 中 数学 竞赛 试题 ) 过 空间 一 定点 了 的 直线 中 ,与 长 方 体 ABCD 


Ф. 


ABCOD 的 12 条 棱 所 在 直线 成 等 集 的 直线 共有 
A.0 条 B.1 条 .4 条 
5.02006 年 陕西 省 高 中 数学 竟 赛 试题 ) 如 图 6-17, 在 正方 体 
ABCD -ABC D, 中 ,P 为 楼 AB 上 一 点 ,过 点 PP 在 空间 作 直 线 /， 
使 1 与 平面 ABCD PPE ABCD 8 Җ 30° 角 . 则 这 样 的 直线 ! 的 
RRA. 


A.1 B.2 

С.з D.4 
6, (2004 年 天 津 市 高 中 数学 竞赛 试题 ) Е 5 — ABCD 
中 , 侧 校 与 底面 所 成 的 角 为 =, 侧面 与 底面 所 成 的 角 为 NESE 
三 角形 的 底 角 为 y, 相 邻 两 侧面 所 成 的 二 面 角 为 6, 则 e,B.y.0 之 问 的 大 小 关系 是 … 


图 6-47 


ALa 一 BY<8 B.a<f<0<Y 

Соб асту В О.а у в<0 

7, 已 知 正方 体 ABCD — A, B,C, D, вй Ж A а,Е„Е # HER AB BC 上 的 点 ,及 AE 
= BF.# A.E 5 C.F 所 成 的 角 最 小 , 则 有 ca 


А.АЕ = BF = Та ВАЕ = BF = 14 


AE = ВЕ 


2 а РЛ 
Ža D.AE = BF = gu 


8. # RIAABC Ф. AC = 20807 SSA АВ 上 的 一 点 , 现 沿 CP 将 此 直角 三 角 
形 折 成 直 二 面 角 人 一 CP- В. ЗАВ 二 V7 时 ,二 面 角 一 AC 一 下 的 大 小 是 c) 
AŠ вт C. arctan VŽ D. arean Ë 

二 填空 是 


9. 在 正方 体 ABCD — A, B,C,D, 中 ,M B AA, 的 中 点 , 则 二 面 角 电 一 MC 一 入 的 平 
面 角 0( 锐 角 ) 的 大 小 是 
10. (2003 Ж Ж # 8 P & # Ж S k R) 在 长 方 体 ABCD 一 ABCD, Ф. 侧面 


л,Арр, 是 正方 形 .M 是 CD 的 中 点 ,AM 5 CD, MRH A 0. # sing = Š АА 的 


а 


11. 在 正三 棱柱 ABC — A,B,C, 中 ,A1B 1 BiC, 则 直线 A,B 5 FF BCC 所 成 的 
аз А 

12. E 7# ABCD Ф.М 为 AD 的 中 点 ,N 为 AB 的 中 点 , 洛 CM .CN 分 别 将 ACDM 
和 ACHN 折 起 ,使 CB 5 CD $ ё. RK BA 5 D A E4 + P  , DM ih ФА ЕБ Ж РМ 


„ > 


sa 
的 中 点 Т.ЙЯШЙЖ CT 5 PN 所 成 的 角 为 
13. (2004 年 吉林 省 高 УР ЕЕ E SE 6 ДАНС #H AB 上 的 高 为 CD, 沿 CD 
将 ACD 拆 起 , 折 成 一 个 真 二 面 角 和 一 CD 一 ,此 对 人 ACB еа зл. ZACD= 


14, E to E Z HE ABCA, ВС BH f t ЖЕЕ $ E А,В A.F ERCC, 上 
—А.% AF FBF ТН. РЕКА ЛЕ SAF r k f 3 __ 


15, 在 单位 正方 体 ABCD- A BOD, P.E ЖЖ АА, Е— Ж.Б АЕ = 


DEZAN йа, а 5B CDDC, f k W = ЖАЮ 
16. 在 本 面体 S 一 ABC @5 kit Ф.Я 1 S RK 32.5 ЖИ ERK H Зз 和 2, 则 
KRK WB ЕЕ 


MEE 


17. 在 正四 面体 ABCD # .M.N 4H XR AD 的 中 点 和 面 ABCD t! <: ,P,Q 分 别 
X 8 CD 的 中 点 和 面 人 ABC 的 中 心 , 求 异 面 直线 MN 和 PQ 所 成 角 的 大 小 

18. (2005 年 河南 省 高 中 数学 世 赛 试题 ) 如 图 6 18,P 为 正方 形 ۸ 
ABCD ¥ Ж, PA | FT ABCD.PA = AD = 2.4 M.N 分 别 М 
在 楼 PDPC 上 ,PC 1 Ф AMN. 

(D 求证 :AM L PD: 

(2) 求 二 面 全 卫 一 AM 一 N 的 大 小 

CD 求 直线 CD 和 平面 AMN 所 成 角 的 大 小 - в 

19. ИЖА DCD АЯТЫ 

DZ DAB + АВАС 上 

АЮВ = ВС — СА = 90°. 

着 созт" = 0,3420. REZE A A— BC D x # 70°. 

20. (2003 年 湖 商 省 高 中 数学 世 赛 试题) 已 知 四 面体 ABCD 中 ,AB L BC.BC L CD. 
CD 1 AB. 

(D жани DCD $ ñ иж. тй, 

(2) ë AB = BC = 1. CD FR C— AD — BHP ЮЙ Ha Ж sina = fer), 
REG fO 的 表达 式 和 角 a 的 取 倘 范 轩 


图 6-18 


=e 知识 点 金 


1. 一 般 四 面体 

四 面体 是 最 简单 的 多 面体 , 它 具 有 很 多 类 似 于 三 角形 的 性 质 : 

(D 任何 一 个 四 面体 都 有 外 接 球 和 内 切 球 . 设 四 面体 ABCD 的 外 接 球 半径 为 ,内 切 
RHEE rW R > 3r. 

(2) 设 四 面体 ABCD 的 全 面积 为 S* ИЛ ТИК V 一 1, БА 

(3) 设 四 面体 ABCD 四 个 面 BCD .CDA DAB .ABC 上 的 高 分 别 为 hv， hn che sho W 
它 的 体积 为 V = ES, mw ha = Sron hy = L Sama he = TS. + ho BR SEL 
变换 为 应 用 体积 法 求 点 到 平面 的 距离 提供 了 依据 . 

1 


(4 设 四 面体 ABCD ана Еа АЯН А, cha vha h. ARREN rE = jL + 


(5) 在 四 面体 ABCD 中 .着 二 面 角 A 一 BC 一口 的 平分 面 交 对 禄 AD FM WMA = 


2. 特殊 四 面体 
D 正四 面体 
(D 四 个 面 都 是 全 等 的 正二 角形 的 四 面体 叫做 正四 面体 - 对 于 一 个 四 面体 ,如 果 两 组 


„ З 


线 帮 垂直 且 相 等 的 岂 面 体 是 正 
四 面体 .一 个 并 面体 为 正四 面体 的 区 要 条 件 臣 六 个 二 面 角 相等 . 
回 设 正四 面体 的 校长 为 .高 为 .外 接 球 半 径 为 尺 .内 急 球 半径 为 .体积 为 V, 则 


*HR+r=h.R:r=3: 1. 


EH SSRN EON =I f J arccos Ê, 

O 正四 面体 各 校 的 中 点 是 一 个 正八 面体 的 6 个 顶点 
O EI кузи а ë W iç 
(2) 直角 四 而 体 


在 四 面体 ABCD 中 ,如 果 HAC = ¿CAD 一 Z DAH = 90", 那 么 这 个 四 面体 叫做 
直角 四 面体 . 

(3) 等 腰 四 面体 

在 四 面体 ABCD 中, 如果 AB = CD.AC = BD.AD = ВС. Z x A N ii АЕ 
四 面体 ， 

ъф ASG 

例 1 下 列 各 组 数 中 .有 一 组 数 不 可 能 是 某 一 四 面体 的 由 条 高 .这 组 数 是 …… (C › 


Быз 


分 析 ”注意 到 四 面体 中 任何 三 个 面 的 面积 之 和 都 大 于 第 四 个 面 的 面积 ,可 从 四 面体 
体积 的 不 变性 入 手 ,建立 各 个 而 的 面积 与 其 对 应 的 高 的 关系 ,从 中 筛选 出 不 符合 要 求 的 
那 一 组 数 ， 

解 ” 设 四 面体 体积 为 V, 四 个 面 的 面积 分 别 为 S, .5, «Sa 、S, ,对 应 的 高 依次 为 ,hs 、 
hashi WMH 


对 于 选项 B, 有 由 


ni- 号 .所 以 , 若 昌 中 的 这 组 数 可 为 四 面体 的 四 条 高 , 则 它 的 一 个 面 


的 面积 必 大 于 其 余 三 个 面 面 积 之 和 .这 是 不 可 能 的 . 因此 ,B 中 的 四 个 数 不 可 能 是 某 一 四 
面体 的 四 条 高 

评注 “三 角形 的 任意 两 边 之 和 大 于 第 三 边 " 在 空间 可 推广 为 :四 面体 的 任意 三 个 面 
的 面积 之 和 大 于 第 四 个 面 的 面积 . 本 题 正 是 应 用 了 这 个 性 质 . 

例 2 (2004 年 福建 省 高 中 数学 竞赛 试题 ) 四 面体 ABCD 中 .AB = CD = a, BC = 
AD = b.CA = BD = с. 如 果 异 面 直 线 AB 与 CD 所 成 的 角 为 0, 那么 cos0 = 

分 析 。 由 于 四 面体 的 三 组 对 校 分 别 相等 ,所 以 可 构造 一 个 长 方 体 ， 使 该 网 面体 各 校 
为 这 个 长 方 体 的 面 对 角 线 ,从 而 可 作出 异 面 直线 AB 与 CD 所 成 的 角 , 然 后 再 进行 计算 
当然 ,也 可 以 考虑 利用 向 量 法 求 AB 与 CD 所 成 角 的 余弦 . 

解法 1 将 四 面体 ABCD 放 和 长方体 中 .因为 A'B'// AB, 所 以 
和 BOD( 或 其 补 角 ) 为 并 而 直线 AB 与 CD 所 成 的 角 , 即 和 BOD = 0. ву 
设 长 方 体 的 长 宽 、 高 分 别 为 了 、y、z, 则 有 Ë 


m yma, 
|, + =з, 


1 


WI a рани b. в С 
Mii cosZ BOD = cost Z B'CD + ZOB'C) 用 7-1 


= cos2ZB'CD = 2со% ZB'CD — 1 


=ë. 


И 
ену = LAB- D) _ ар) ril_ 1gvr 一 porl 
Wes ma САВ >= TAR TIBET Тее e pisiri 


ا 


评注 ил - 1433580 KRAAM — Ж ЕГ дй Kyk. 利用 
向 量 法 求 两 末 异 面 直线 所 成 的 角 , 可 以 回避 作 这 两 条 异 面 直线 所 成 的 角 的 问题 ,是 一 种 
整体 解决 问题 的 策略 - 

M3 设 PP 为 四 面体 ABCD 内 的 -点 ,AP BP .CP .DP йун 
A' B.C .D' RIE: 


& 线 分 别 交 对 面 于 点 


BE +C N 
AP ,BP Ср, DP_, 
(2) АЛ? + BP + сё Ф DD’ 3. 


分 析 ”平面 几何 中 有 如 下 类 似 的 题目 : 
i PW SABC 内 一 点 ,AP BP .CP 的 逢 长 线 分 别 交 对 边 BC .CA AB 于 点 A' .B' 
с. 
PA’ | PB’ | РС 


m FA, + ЕВ, + 


AA” BB 


AP | ВР | CP. 
AA BE СС 
这 个 命题 的 证 明 用 到 了 面积 法 . 3 t 36 Ж пу ЕЛЕ ВОХ ЖЕЛ. 
EM CD 如 网 7-2. 过 点 A 作 AH | ЖШ BCD EREN H. 


MFT AA'H | 平面 BCD. {ЕШ AA'H 内 ,过 点 已 作 PH' L 
AH SRE HM PH' 1 ¥ BCD. TR. PA, = КИ”. 
2; 
Уны с З 
КИ ы А. 
РА’ 
нин PA, = yee 
РВ, _ Ука» Уа 
ыы y = уа ma Йыш” 


因为 Var Укан + Via Vroue = Vaca РАУ + үр + 


PE Рр... 
BE CC рр” 


AP у РА; ВР у РВ; CP _ 
WAI?) AA BE 一 一 


代入 51) 的 结 

REE 

评注 ”由 于 四 面体 是 三 角形 在 空间 的 直接 推广 ,因此 三 角形 的 很 多 性 质 剖 可 以 推广 
到 四 面体 上 ， 

例 4 在 直角 四 面体 V 一 ABC(LAVE = ВУС = ZCVA = 90) 中 , 记 AVAB、 
AVBC.AVCA.AABC 的 面积 分 别 为 SS; .S.、S, 有 求证 :5 = Si + SF + SI. 

分 析 ”可 设法 将 S.S.S, 用 S 表示 . 

证 明 如 图 7-3, 过 点 V 作 VO | 平 而 ABC , 易 知 重 足 O 在 外 
АВС 的 内 部 ,连接 CD EKZ AB T D.W AB | VO. 

W} < BVC = ZAVC = 90 .所 以 VC 上 平面 VAB, 从 而 VC 
LAB. а с 

于 是 ,AH | 平面 VCD , 则 AB | VD. 


所 以 Si = 


vw = TAB: » VD:. 

在 Ru ACVD 中 ,由 射影 定理 ,得 VD: = CD + OD. 7-3 
1 AB*.CD.OD = (LAB .CD (LAB + 

因此 ,Si TAB +CD “OD = (3AB - CD) (AB + OD). 


XIN AB | 平面 VCD ,所 以 AB | CD. 
SS. 


评注 ”虽然 四 面体 三 个 侧面 AVAB.AVBC.AVC; ладая 角形 ,但 是 我 们 在 
计算 它们 的 面积 时 ,并 没有 用 两 直 遍 边 之 积 的 一 站 去 求 ,而 是 通过 作 委 直 截 面 VCD ,同时 
找 出 了 侧面 AVAB 和 底面 AABC 的 高 VD .CD ,将 面积 用 线段 的 来 积 表示 ,再 将 线 彼 的 
KRAKA BRAR. 本 题 几何 味 较 液 ,技巧 性 也 比较 强 . 

例 5 (1) 证 明 :如 果 一 个 四 而 体 的 6 个 二 面 角 ( 相 分 两 个 血 所 成 角 ) 都 相等 ,那么 这 
个 四 面体 一 定 是 正四 面体 . 

(2) 如 果 -个 四 面体 的 5 个 二 面 角 相 等 .这 个 四 面体 是 正四 面体 吗 ? 

分 析 ”可 先 作出 二 面 角 的 平面 角 , 由 它们 相等 证 明 每 个 面 的 三 个 内 角 都 相等 ,从 而 
说 明 四 面体 的 每 个 而 都 是 正 — ff Ж. 对 于 第 (2) 小 题 ,可 构造 一 个 有 5 个 二 面 角 柑 等 的 四 


面体 ,但 不 是正 
81 Р 


几何 


解 (1) 设 四 面体 ABCD 的 6 个 二 面 角 都 相等 , 易 知 各 二 面 角 的 度数 都 小 于 90°. 
此 四 面体 ABCD 的 每 个 顶点 在 对 面 上 的 射影 应 在 对 面 的 王 角形 内 部 . 

如 图 7-4, 作 AO 上 平面 BCD. 垂 足 为 O, 青 分 别 作 OF 1 BC. 

OF | CD. ERE HAA EF, 连接 AE .AF. үң = # е Яш. АЕ 

1 BC .AF 上 CD , 则 ZAEO.ZAFO Е А — BC — D. 

A — CD — B fF fii. 由 题 设 知 , 人 AEO = LAFO. 所 以 AAOE в D 
2 AAOF ik AE = AF. 

又 因为 ZAEC = ZAFC = 90°,АС 公用 ,所 以 AAEC 2 
AAFC, 故 ZACB = ZACD. 

ж#н BAE ACDA 内 的 射影 .用 类 似 方 法 可 证 Z BCD 
АСВ, Й ДАСВ = ZACD = ZBCD. 

同 理 可 让 ,四 面体 其 余 三 个 顶点 处 的 三 个 面 角 也 者 分别 相等 . 

将 项 点 ABC.D 处 相等 的 面 角 分 别 记 为 ,By.B, 则 由 口 十 8 二 7 一 有 + Y 十 全 一 Y 二 
atam 8 +a +B = 180°. а = В = у = 8. AT AABC.AACD.AADB.ABCD 都 是 
正三 角形 . 

故 四 面体 ABCD 是 正四 面体 . 

《2) 如 果 个 四 面体 有 5 个 二 面 角 相 等 , £ - 定 是 正四 面体 , 例如 . 在 四 面体 
ABCD 中 ,使 

LABC = ZCBD = ГВА = ZACB = ZBCD = ZDCA = 107. 

ВАР = ZCAD = ZCDA = LBDA = 70°. 
100°, 

E ARR = HM B — AD 一 C 外 ,其 他 5 个 二 面 角 都 相等 ,但 它 不 


是 正四 面体 


评注 。 本题 说 明 , 三 角形 中 的 性 质 推 广 到 四 面体 中 不 一 定 都 成 立 . 更 引 人 注 目的 是 ， 
与 三 角形 高 线 的 性 质 相对 应 的 四 面体 的 4 条 高 线 也 不 一 定 交 于 一 点 . 

例 6 求证 :正四 面体 各 楼 在 任 一 平面 上 的 射影 的 平方 和 为 定 值 . 

分 析 ”我 们 先 通过 特殊 情形 来 探求 这 个 定 值 . 设 正四 面体 ABCD WEKA a EF 
面 M 经 过 ABCD, 过 点 A 作 4O | 平面 M, 垂 是 为 O. 则 OB .OC .OD ВАВ АС, 
УЗ 


AD fr ñi M 上 的 射影 ,日 OB = OC = OD = la, BC .CD .DB 的 射影 是 它们 本 身 . 故 6 条 


BETE F М 上 的 射影 的 平方 和 为 3x (£a) + За? = 4а. TR r TE а? 对 于 任 


意 一 个 平面 M, 要 证 明 这 个 结论 ,注意 到 正方 体 中 存在 正四 面体 ,我 们 可 通过 构造 正方 体 
设法 证 明 这 个 结论 ， 


证 明 ” 设 正四 面体 ABCD 的 校长 为 4- 如 图 7-5, 过 四 面体 
ABCD 的 每 条 校 分 别 作对 楼 的 平行 于 面 .这 6 个 平面 构成 一 个 正方 


体 , 其 校长 为 5 二 # 


设 正 方 体 自信 点 引出 的 


校 与 平面 M 的 垂 线 所 成 的 角 分 别 


Wa .By, 则 由 熟知 的 结论 .有 cos a+ cost B+ cost y = 1. 故 正方 体 12 4 
ЖҮ АШ M -的 射影 的 平方 和 为 W Cina + singt siny) = 7-5 
8 , 它 居 一 个 定 值 . 


又 正方 体 每 个 面 在 平面 M 上 的 射影 均 为 平行 四 边 形 , 而 每 个 面 的 对 角 线 (正四 面体 
的 校 ) 在 平面 M 上 的 射影 恰好 是 相应 平行 四 边 形 的 对 角 线 , 且 每 个 面 的 对 角 的 射影 的 平 
方 和 等 于 四 条 边 射 彤 的 平方 和 ,所 以 从 正方 体 每 一 个 面 各 取 一 条 对 角 线 ,它们 的 射影 的 
平方 和 等 于 各 棱 射 影 的 平方 和 ,好 S. 

а 


故 正四 面体 ABCD 各 棱 在 任 一 平面 M 上 的 射影 的 平方 和 为 8 一 8(8 


评注 。 从 特 珠 情形 入 手 .这 是 一 种 常用 的 解 题 思 路 . 此 外 ,对 于 正四 面体 ,我 们 也 常 
常 通过 构造 正方 体 ,将 其 进行 转化 - 

#7 i ABCD 是 正四 面体 ,MN 分 别 是 平面 ABC ACD 上 的 点 ,证 明 线段 MN 、 
BN ,DM &— ` = fl 6 09 = £ U 

分 析 EMAC 的 中 则 由 正四 面体 的 性 质 知 ,AC L 面 BDE, 从 而 面 ABC 上 而 
BDE, 面 ACD | ifi BDE -ti M.N 在 而 BDE 上 的 射影 分 别 在 BE .CE 上 ,不 妨 设 射影 
HM NBM 与 N' REORG T E 450,8 MN HEE AC Ei DM = BM, ABMN 
即 为 所 求 . M 与 N” 不 重合 ,可 在 平面 BDE Ж Р.в РМ" = DM'.PN' = BN .由 
FMN’ | Ñi BDE. NN” | 面 BDE, 因 此 可 以 证 得 PM = DM ,PN = BN( 可 作为 引 理 先 
证 明 ). 由 此 ,不 难 推出 APMN HHR fE. 

证 明 ” 先 证 明 下 面 的 引 理 . 

BIE iF ABDE 为 等 腰 一 角形 , 且 边 BD = a,BE = DE = 


у=. 


Fama 分 别 是 边 BE DE 上 不 同 师 点 . 则 M'N’ BN’. DM’ 是 Be 
一 个 三 角形 的 三 条 边 . 
引 理 证 明 ”如 图 7-6. 考 察 以 下 为 项 点 的 正 一 校 锥 三 一 BDQ- 
这 个 正三 榨 关 于 通过 QD 的 中 点 和 校 EB 的 平面 对称 ,因为 
QD 上 平面 x 所 以 QM Р, 


= рм". 
同 理 可 证 ,QN = BN’. 


кага 
H AQM'N 为 所 求 二 
再 证 明 本 题 的 结论 
如 图 7-7. 设 AC 中 点 为 下 . 则 BE L AC.DE | AC. 所 以 AC | F€ 

面 BDE, 从 而 平面 ABC 1 平面 BDE .平面 ACD | 平面 BDE. 故 点 

M.N 在 平面 BDE 上 的 射影 M” М” 分 别 在 BE.DE F. AIN 


. 引 理 得 证 . 


如 果 M' = N. 则 点 M.N 均 在 AC Е.Н BM = DM, 故 人 BMN | 4® 
为 所 求 二 角形 . 
如 果 M' Z N ,由 引 理 知 ,可 以 在 平面 BDE 上 选择 一 点 已 ,使 得 
РМ' = DM'.PN' = BN”. 8 MM” | Pii BDE NN” | 平面 BDE , MET 
所 以 PM = (PMT + ММ” = VDM + MM” = DM. 同 理 ,PN = BN. fk APMN 为 


MRM 

EF LBER MN ,BN DM 是 一 个 三 角形 的 二 条 边 . 

评注 本题 的 关键 是 作出 正四 面体 ABCD 的 截面 BDE ,使 得 平面 ABC 和 平面 ACD 
жей та BDE. 这 样 ,点 M.N 在 平面 BDE 上 的 射影 分 别 在 BE ,DE 上 ,问题 的 讨论 
便 都 集中 在 平面 BDE k. 

例 8 (第 11 局 IMO 试题 ) 求证 :存在 具有 如 下 性 质 的 四 面体 的 充 要 条 件 , 即 对 于 每 
AS Risk = 1.2.3.4.5, 四 面体 中 有 类 条 核 其 长 度 为 ,其 余 6 一 大 条 校 其 长 度 为 1. 

分 析 。” 本题 的 实质 是 求 正 数 a 的 取 值 范围 ,使 得 有 上 条 榨 的 长 度 为 4, 其 余 5 ~ 条 
楼 的 长 度 均 为 1. 根据 对 称 性 ,关键 是 求 当 k = 1,2,3 时 ,a 的 取 值 范围 

EM (Dk = 1. 

设 ABCD 是 具有 题 述 性 质 的 四 面体 , 不 失 一 般 性 , 设 AB = a, AC = BC = AD = BD 


= CD = 1.М 为 校 AB 的 中 点 , 则 有 CM = DM = 


在 AMCD 中 ,由 CM 4 DM > CD. 得 


Па 
> 


即 存在 一 个 AMCD 具有 上 面 给 出 的 边 长 . 由 此 推出 在 由 A. B.C 确定 的 平面 之 外 有 


Re 


-点 了 ,使 得 AD = BD = CD = 1. 
ота < /3 也 是 存在 四 面体 的 充分 条 件 . 


(2k = 2, 
I. Ë AC = ВС = а.с Rk ВАКТИ „МЇН AB = 1. AC + BC > АВ. 
2u > Bla > L, ŞII M 1E AB 的 中 点 ,由 CD + DM > CM ,得 


+#> f. -ioca 
另 一 方面 ,由 DM + CM > CD ,得 


уз 11 


z а T WM a> 


由 此 ,得 到 必要 系 件 为 V2 一 J3 < а < 


&ж.##/2 — /3 < a< 2 + /3. W AMCD 存在 ,于 是 由 而 体 ABCD 也 存在 . 因此 ， 
这 一 条 件 也 是 充分 的 . 


il. B AB = CD 一 “这 西 条 校 没有 公共 点 .由 MC 一 MD 一 
的 不 等 关系 ,得 

21 > #@о< a < 2. 

因为 具有 上 述 条 件 的 四 面体 总 能 够 作出 ,所 以 这 一 条 件 也 是 充分 的 

综合 | cii Mi ¢ = 2 时 .存在 具 有 题 述 性 质 的 由 面体 的 充 要 条 件 是 0 < a < 


后 及 AMCD 中 


(k= 3. 


1. 设 a > AW —1Т Ий Ж ABCD Mi AB = BC = CA = 1 fü DA = DB = 


DU = a, # O MIE ЛАВС 的 中 心 , 则 由 > 


w.a po = (05 


N. ika уЗ efe —4- Mm ABCD. fi AB = BC = СА = а WDA = DB = 


与 知 ,总 可 以 作出 AABC 所 在 平面 的 季 线 


DC =1. RMF i ,总 可 以 选择 一 点 也, 使 DO = а) :其 中 〇 为 正人 ABC 的 中 


= Ë 


E 
BAA i 5 ii 所 确定 的 区 间 是 相互 交错 的 . 故 证 明了 当 зонта + Ê f 


所 有 正 实数 ,都 存在 具有 题 述 性 质 的 四 面体 

Gk = 4. 

这 一 情形 可 归纳 为 《 = 2 的 情形 ,只 要 把 校 为 4 和 校长 1 交换 一 下 即 可 .我们 得 到 充 
要 条 件 0 < > < V+. a > V2 一 V3. 

(Ok = 5. 

这 一 情形 可 由 = 1 推出 ,只 要 把 校长 v 和 校长 1 交换 一 下 即 可 ,得 充 娶 条 件 为 a > 


综合 以 上 5 种 情形 得 到 ,存在 具有 题 述 性 质 的 由 面体 的 充 要 条 件 如 下 ， 


ы 


3 4 5 
>0 Ha r 243) „> у? x 


Wi “本题 给 出 了 构造 两 种 不 同 校长 1 和 口 的 四 面体 的 充 要 条 件 . 目前 ,许多 竞赛 是 
都 是 由 此 是 改编 的 
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思考 题 1 《第 8 届 1MO 试 题 ) 证 明 :一 个 正四 面体 的 外 接 球 球 心 到 四 个 项 点 的 距离 
的 和 ,小 于 空间 中 其 他 任意 一 点 到 这 四 个 顶点 的 距离 的 和 . 

分 析 ”平面 几何 中 有 类 似 的 问题 :一 个 正二 角形 的 中 心 到 三 个 顶点 的 距离 的 和 ,小 
于 该 三 角形 所 在 平面 上 其 他 任意 一 点 到 这 三 个 顶点 的 距离 的 和 . 我 们 可 仿 此 题 给 出 一 个 
iE. 

证 明 ” 先 证 明 两 个 引 理 : 

引 理 1 设 P 是 正四 面体 ABCD 内 部 任 一 点 , 则 点 P 到 四 个 面 的 距离 的 和 等 于 这 个 
正四 面体 的 高 入 

3182 设 P 是 正四 面体 ABCD 外 部 任 一 点 , 则 点 已 到 四 个 面 的 距离 的 和 大 于 这 个 
正四 面体 的 高 和 

当 点 也 在 四 面体 ABCD 内 部 时 ,由 Vr we +V p-n +V rena +Уг-тма = Ул ит 可 知 


аф» 


引 理 1 成 立 ; 当 点 请 在 四 面体 ABCD 外 部 时 ,由 V, = +V rro + 
Укан Vrms > Ул-и 可 知 引 理 2 成 立 - 

现在 来 证 明 本 题 的 结论 . 

如 图 ?-8, 设 ABCD 是 给 定 的 正四 面体 ,我 们 对 它 外 接 一 
面体 A'B'C'D' ,使 得 ABCD 与 A'B'C'D' 的 彼此 对 应 的 面 五 相 平 
行 , 且 点 ABC.D 位 于 A'B'C'D' 的 关 面 上 , 则 这 两 个 四 面体 是 相 # 
似 的 ,从 而 AB'C'D' 也 是 正四 面体 - тт 

由 于 正 权 面体 ABCD 的 四 条 高 线 交 于 一 点 , 记 它 为 M, 则 M 
与 外 接 球 球 心 重合 , 且 线 段 MA ,MB ,MC 及 MD 恰好 是 自 M 到 正四 面体 A'B'C'D' аш 
的 重 线 .根据 引 理 1, 它 们 的 长 度 之 和 等 于 正四 面体 ABCD 的 高 . M 

МА + MB + MC + MD = h'. 

现在 ,我 们 考虑 在 正四 面体 ABCD 的 内 部 或 其 面 上 的 任意 
下 此 点 ,线段 PA .PB .PC .PD 中 至 少 有 三 条 比 自 点 尸 到 正四 面体 人 
FARK Aik 

PA + PB + PC + PD > MA + MB + MC + MD. 

ВЧ 2, F Br fi ft T IE qt k ABCD’ 外 部 的 点 尸 , 上 述 不 等 式 显然 也 


í PO TS M), 对 
CD “的 对 应 面 的 


LEN 
评注 KAEH T E i Ak ИА BP E AE Ж АЖ ЈЕ 
B Z Ao s vkit ао | $ BE fo Uh. 
思考 题 2 三 角形 的 面积 由 三 条 边 长 唯一 确定 . Б]. PQ HE A БОЁ FF rh ТЇ i f ñi 
积 唯一 确定 ?并 说 明理 由 
解 ”我 们 首先 构造 一 个 符合 条 件 的 四 面体 
设 AABC 为 等 腰 二 角形 ,AB = AC ,以 BC 为 轴 将 ДАВС W 
转 ,其 项 点 入 转 到 A“ 的 位 置 (如 图 7-9) ,并 使 全 A = BC ,此 时 四 而 
体 A'ABC 的 四 个 面 为 全 等 三 角形 . Ф AABC 的 面积 为 S, 则 四 面 с 
Ж A'BCD 的 全 面积 为 4S. 
下 面 我 们 青 来 求 四 面体 A'ABC tik BL V. 
їй ру BC 边 的 中 点 .连接 AD A'D W 
AD | BC,AD | ВС 
ВЮ ДАЛВ 一 ZA'AC, 所 以 作 A'H 1 FÎ АВС. ЖЕН 
ФЕ AD k. it Z BAC = 20.AD = A'D = һ'.А'Н = h.WJ BD 一 itang,S 一 


= BC = 2h'an0.h = 2h tanê I= tan’. 从 而 
87 А 


V = Û — skrang Мато = 3 St уан — an. 


可 见 ,V 50 有 关 , 当 S 一 定 而 9 变化 时 ,V 也 变化 - 
故 四 面体 的 体积 并 非 由 四 个 面 的 面积 唯一 确定 . 
评注 ”本 题 再 次 说 明 在 立体 几何 与 平面 几何 中 相对 应 的 命题 不 一 定 都 成 立 . 


一 ,选择 题 А 
1. # ЛАВС 沿 三 条 中 位 线 折 起 能 拼 成 一 个 四 面体 , 则 SABC 的 形状 为 … › 
人 ,锐角 三 角形 B. 直角 三 角形 

C. 鲍 角 三 角形 D. 以 上 三 种 情况 都 有 可 能 


2. 在 四 面体 ABCD 中 ,AB | 9 BCD, 且 AB 
> 的 度数 为 a, 则 tana = 

уз 
Аз 


BC = CD = DB. = ü fa B~ AD 


A. 只 有 一 个 B. 有 两 个 C. 有 四 个 DD. 有 无 穷 多 个 


4. (2005 年 福建 省 高 中 数学 竞赛 试题 ) 正四 面体 ABCD 的 棱 长 为 1,E 是 八 ABC 内 一 
Х.К E Ж AB BC CA НЕА fo 8 r. Ë. E Fl F3 DAB.DBC.DCA 的 距离 之 和 为 
уату ВФ -- 09) 


Ed n$ 17 
A.1 B$ c$ Di 


5. (2004 年 山东 省 高 中 数学 竞赛 试题 ) 如 图 7-10, 在 四 面体 ^| 
РАВС 中 ,PA 上 面 ABC,LACB = 90°.AE | PB 于 已 ,AF 1. PF + 
Е.Ж PA = AB = 2, Z BPC = 0,8 4 AAEF 的 面积 最 大 时 ,tang 的 
值 为 … 


А2 B+ c. D.2 Ni * 
td 


的 楼 的 条 数 最 少 为 


а - 


А.З B4 
7. 西 面体 ABCD 66 X £ & K Ж 5 7,13,1; 


27.36.41, эжАН =, 则 CD 的 长 为 
= 


B. 13 b; 0.27 
8. 设 四 面体 四 个 面 的 面积 分 别 为 S, .S: SS, E S = тах(5,,5,,5,,5,).А 


S+S45 КЫ ya жук 5% 
$ خر‎ 9 
Ay <<; 
aga 

二 .填空 题 

9, (2005 ЖЕНЕР КЕЖИИ БЮТ. 正本 面体 pA 
ABCD HM K % бст. ЕЖ AB.CD 44-A EF. $ AE = lem, 
CF = 2cm, 则 线段 EF 的 长 为 cm. 

10, 正四 面体 ABCD i K 5 1,6 EK SABC 的 重心 ,点 9 
AR DG Б.В ДАМВ = 904M =. 

11. 在 正四 面体 PABC 中 ,PA .PB 、PC 6 # é Ё, Z PBA = 45°, тта! 


РВС = 60°,М % AB 的 中 点 , 则 PC 与 平面 ABC 所 成 角 的 正切 值 为 


12, & E E FF ABCD 中 ,EE、F.G 分 别 是 校 AB BC .CD 的 中 点 , 则 二 面 角 C 一 FC 一 
已 的 大 小 是 
13. 着 一 ETH KR A 12.3 的 三 种 楼 所 构成 , 则 这 样 的 四 面体 的 个 数 是 


14. 已 知 四 面体 ABCD 的 六 条 楼 的 长 分 别 为 4,7.20,22,28,7, 则 可取 的 最 小 值 的 
өз 


сив ABCD 中 、 АВ 1 АС.АС | AD,AD | AB,M } AABC 内 一 点 ,着 


cos BAM = #,соМ/ САМ = УЗ ощ cos DAM 6 8 A 


16. Ea ENED, АВ = CD,BC = DA,AC = BD.E.F 分别 为 AB.CD 的 中 
Ж.В EF | AB,EF 1 CD.EF = 6.AC = 10,BC = 6/2.И# 8 # % AD 与 BC HE W 


是 
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解答 题 


17. 证明: 著 一 个 四 面体 中 有 两 条 高 线 相交 , 则 另外 两 条 高 线 也 必定 相交 . 
18, 能 否 将 任意 一 个 本 面体 的 六 条 棱 分 成 两 组 ,每 组 三 条 , 且 每 组 中 的 三 条 均 可 构成 
角形 条 边 ? 并 证 明 你 的 结论 . 

19. 求证: 如果 一 个 四 面体 的 三 个 预 点 中 ,每 个 项 处 的 三 个 面 角 之 和 均 为 180", 那 么 
这 个 四 面体 的 三 组 对 楼 分 别 相等 . 

20. 在 楼 长 为 1 的 正四 面体 的 表面 上 选取 一 个 由 若干 条 级 段 组 成 的 有 限 集 ,使 得 四 面 
体 的 任 三 个 顶点 都 可 以 用 由 这 个 集合 中 一 些 线段 组 成 的 折线 来 连接 , 问 :能 否 选取 满足 


上 上 述 要 求 的 线段 集 ,使 其 中 所 有 线段 的 总 长 度 小 于 1 十 


ae Giaa 


юне 

(1) 棱柱 和 校 锥 是 两 个 基本 的 多 面体 ,它们 的 有 关 概 念 和 性 质 ,高 中 数学 课本 作 了 详 
RMR ik WENIGE. 

УНН ERE FT XE .K KHE NS HERFE HO BEHE EM E 
们 各 自 的 性 质 以 及 彼此 间 的 联系 . 

《3) 要 熟悉 正 校 锥 中 的 四 个 直角 三 角形 ,因为 它们 包含 了 了 校 锥 的 高 , 斜 高 , 侧 校 , 底 边 
长 的 一 半 , 底 面 正 多 边 形 的 外 接 贺 半径 ,内 切 圆 半径 , 侧 棱 与 底面 所 成 的 角 , 侧 面 与 底面 
所 成 的 角 等 诸多 元 素 , 沟通 这 些 元 素 问 的 联系 ,对 于 解决 有 关 正 梭 欠 的 计算 问题 是 有 
tM. К 

(4) нян SE PE JUPA PAR BE „жт. ши х жю K E Rk. үн н 
有 关 直 线 与 平面 的 平行 , 重 直 关系 的 判定 以 及 角 和 距离 的 计算 ,一直 是 高 中 数学 联赛 人 
题 的 热点 

2. 正 多 面体 

定义 。 每 个 面 都 是 有 相同 边 数 的 正 多 边 形 ,以 每 个 顶点 为 端点 都 有 相同 楼 数 的 上 多 
面体 ,叫做 正 多 面体 . 

正 多 面体 有 正四 面体 ,正六 面体 .正八 面体 . 正 十 二 面体 及 正二 十 面体 等 五 种 , 正四 
面体 和 正六 面体 正方体) 是 两 种 最 基本 也 是 最 重要 的 正 多 面体 ,其 中 正四 面体 我 们 已 经 
在 上 一 讲 作 了 专题 讨论 . 

3. 欧 拉 定 理 

欧 拉 定理 ”简单 多 面体 的 项 点 数 VER 下 及 面 数 F 间 有 关系 :V +F—E 


„Ф 


关系 式 称 之 为 欧 拉 公式 ) 

本 球 

(1) 球 也 是 一 种 基本 的 几何 体 . 球 与 圆 的 定义 . 球 与 圆 的 性 质 大 都 是 类 似 的 ,所 以 这 
里 并 不 需要 一 一 罗列 . 当 需 要 应 用 时 ,只 需 把 它 和 圆 类比, 就 不 难 理解 和 掌握 了 - 

(2) 球 与 多 而 体 的 结合 ,多 如 平面 几何 中 图 与 多 边 形 的 结合 ,具有 很 多 的 问题 和 高 难 
度 的 技巧 . 本 讲 主要 讨论 球 和 多 面体 相 切 与 相 接 的 问题 . 

(3) 解决 多 球 问 题 ,关键 是 弄 清 这 些 球 的 放置 规律 , 抓 住 球 心 的 位 置 和 半径 . 必要 时 ， 
可 把 问题 归结 到 适当 的 截面 上 . 


Yann 


例 1 С HEHE S— ABC 的 底面 是 以 AB 为 斜 边 的 等 腰 直 角 三 角形 ,SA = SB = 
SC 7 2,AB = 2.E S.A. B.C HENO 为 球 心 的 某 个 球面 上, 旭 点 O 〇 到 平面 ABC 的 距离 
为 


特点 ， 
解 ” 如 网 8-1. 过 点 S 作 SD 1 ЖЩ ABC. EEH D. h SA = SB 
2 知 ,D 为 A 人 ABC 的 外 心 .因为 人 ACB = 90", 所 以 D 为 AB 


的 中 

因为 AC = BC, 所 以 CD | AB, 从 而 AB | 平面 SCD. EF 
SCD 平分 AB, 由 此 可 知 四 面体 S — ABC 外 接 球 的 球 心 0 在 面 SCD 
m. 


在 ASsCD h.h SD = /3,Ср = 1.SC =2 知 ,SD | CD. 
设 直线 CD 与 球 O 的 站 一 个 交点 为 巨 , 则 ASEC 的 外 接 圆 是 球 O 
的 一 个 大 圆 .O 为 人 SEC 的 外 心 .由 (CE — 2CD = 208 SD 1 CE 知 ,DD 为 CE 的 中 点 ) 知 ， 


ASEC 是 边 长 为 2 的 证 三 角形 .0 为 人 SEC 的 中 心 , 故 OD = + хуз = шд OO 到 平 


面 ABC MER HÊ а A. 
评注 “由 对 称 性 知 , 三 术 锥 S 一 ABC RR EE — FERRE — H. ASAB 为 这 


f 


` 


l 


A Eng k $t BK E , МАЖЕ OE ASAB 所 在 平面 内 ,又 因为 ASAB 是 边 长 为 2 的 正 
三 角形 ,所 以 球 心 为 人 SAB H paika O) F ® ABC 4E з OD = 15р = ҮЗ, 


例 2 如 图 8-2, 在 四 棱锥 一 ABCD 中 ,四 个 侧面 都 是 腰 
长 为 1 的 等 腰 直角 三 角形 ,其 中 LAPB = ZAPD = 人 PBC = 
РРС = 90", 则 四 楼 能 P — ABCD 的 高 为 _ > 

分 析 ”作出 四 棱锥 已 一 ABCD 的 高 并 不 难 ,关键 是 要 确定 
高 线 的 垂 足 的 位 置 . 

М ”连接 AC.BD 相交 于 0 点 ,由 ZAPB = ZAPD = 
90°, ZCPB = ZCPD =45* 知 ,点 A、P.C 都 在 BD 的 垂直 平分 
ж Е. 

作 PH 上 平面 ABCD WE E. H (E AC 上 ,所 以 OP: 十 OB: — 1 = ОС? +-ОВ" ,从 
而 OP = СС. 


设 OP = OC = x, PH = h YE APOC 中 ,由 余弦 定理 ,得 cos 和 POC = ёс - 


WX AP | РВ,АР 1 PD, 所 以 AP 上 平面 PBD, 则 AP | POJAT сок РОА = 


РО х 
ОА FE 


Hi ДРОС 一 x* 一 人 POA ,得 1 一 


HMI r + a" — 1 = 0, 解 得 x 二 
在 RtAAPO 中 ,由 面积 关系 ,得 


pu- ОРА rT J [ат 
OA AF NEFI N+ 2 


评注 本题 的 关键 是 首先 证 明 面 PAC 1 Ph ABCD ME Te à. РАЖИ 
YH & AC 上 .而 在 人 PAC Ф АЖ PA = 1,PC 一 YZ 是 不 能 确定 PH 的 ,但 注意 到 AP 
1 PB,AP | PD. TH AP | 面 PBD, 从 而 AP | PO. 问题 转化 为 在 RtAAPO T. k 
it OA 上 的 高 .而 在 RiAAPO 中 , 仅 有 PA = 1 ,所 以 还 需要 求 POA OA. 这 里 ,我 们 又 利 
用 RtAPDB 2 RIACOB ,得 到 PO = СО, h /РОС = к – Z POA 建立 了 关于 PO 的 方 
程 ,这 是 本 题 的 一 个 难点 - 

例 3 MA 8-3.4 


IE ABC — A, B.C, 的 底面 是 边 长 为 2 的 正三 角形 ,顶点 A, 在 


„Ф 


底面 ABC 上 的 射影 D 恰好 是 BC 的 中 点 - N 
(D жои ВСС B, EE: х x N. 
(2) # ZA AB = 45°, Ж = tE ABC — A, B.C, 的 全 面积 1 
分 析 ЕЕН. 要 证 明 侧面 
BCC,B, 为 矩形 ,只 要 证 明 有 一 个 角 是 直角 即 可 ,这 需要 证 明 任 
E AME BCRA. 由 已 知 条 件 和 (1) 的 结论 ,容易 求 出 底 
Ti ЛАВС MRE E ВСС, B, 的 面积 .因此 求全 面积 的 关键 是 《 £ FOB 
求 另外 两 个 侧面 面积 . 注意 到 侧面 ABB,A, 与 ACC А, 是 两 个 网 8-3 
全 等 的 平行 四 边 形 , 具 LAAB = ZA,AC 这 两 个 侧面 
面积 就 容易 求 了 . 
解 (1) 因为 4,D | 底面 ABC. 所 以 AD J A.A 在 底面 ABC 上 的 射影 . 
XAH D 3 BC 的 中 点 ,所 以 BC | ADAT BC | AAC78605. 
因为 B/W AiA. 所 以 BC | B.B. 
故 侧面 BCC, B, 是 矩形 . 
(2) RY AD | 底面 ABC, 且 АВАР = САР. ZA AC = ZA AAB = 45°. Ж 
Mii A,ABB， 和 A ACC, 是 全 等 的 平行 四 边 形 . 
取 AB 的 中 点 EE, 则 CE | АВ: BE 的 中 点 FF, 则 DF /CE ,从 而 DF 上 AB. 
WARA F.W AF АВС аяр. 


在 RtAAFA 中 ,AF 


于 是 ,S aam, = S swr = AB» AF =2X 3 =3, 
$ ` 3 
Зан, = BC + B.B = BC + A,A = 2 x 3⁄2 


3⁄2. 
3 V 


& Se = 25, sam, + Seeur,s, +2Sanw = 6+ 3⁄2 +23. 

评注 。 本题 的 第 (1) 小 题 是 一 个 很 重要 的 结论 ,应 于 以 重视 . 

例 4 在 三 棱锥 P 一 ABC 中 ,PA 上 平面 ABC ,EF 为 PC 和 AB 的 公 垂 线段 ,其 中 点 
尼 在 PC 上 ,点 上 在 AB 上 .由 C 向 AB 作 垂 线 , 垂 足 为 月 ,求证 :PE : EC = CH? + PA’. 

分 析 ”线段 成 比例 问题 .往往 需要 将 这 些 线段 集中 或 转化 到 同一 平面 内 ,利用 三 角 
形 相似 或 平行 线 分 线段 成 比例 定理 加 以 证 明 , 为 此 要 作 相应 的 辅助 线 - 


ep. 


证 明 ШЕ 8-4, 过 点 H fE HQ АР. Ek PQ, 则 四 边 形 2 
РАНО HEW. 

因为 PA 上 平面 ABC ,所 以 QH | Pii АВС. 

又 因为 AH // PQ .所 以 AH // 平面 PQC. 

过 EF 及 点 H 作 平面 , 分 别 交 平 面 PQC .QCH 于 直线 EK 、 
HK , 则 EK // FH. 

A AH / PQ, 所 以 EK // PQ W PE : EC = QK : KC. Ф pË 

АЗ ЕН // EK ,EF | ЕН ,所 以 EF | EK. 

因为 EF | PC, 所 以 EF 上 平面 PQC, 则 EF | QC. 

又 因为 QH | 平面 ABC ,所 以 QH 1 BH. 

因为 BH 上 CH, 所 以 BH 上 平面 QHC, 则 BH | CH. 

又 EF | BH.,H BH .HK EF 共 面 ,所 以 KH // EF. 

因为 EF | QC ,所 以 KH 1 QC. 

在 RtAQHC 中 ,QH = ОК. QC.CH: = CK + QC. 

于 是 ,QH + CH? = CK : QK. Ф 

т Ф.Ф 18 PE + EC = CH? : HQ’. 

因为 PA = QH ,所 以 PE : EC = CH: QH 

又 因为 QH = PA ,所 以 PE + CH? + PAF, 

评注 Ei PE LIRR т, T HIC E B. 

例 5 《第 10 届 中 国 数学 奥林匹克 试题 ) 空间 有 4 个 球 ,它们 的 半径 分 别 为 2,2,3,3， 
每 个 球 都 与 其 余 3 个 球 外 切 . 分 外 有 一 个 小 球 与 这 4 个 球 都 外 切 , 求 小 球 的 半径 . 

分 析 。 四 个 球 的 球 心 构成 一 个 四 面体 的 四 个 顶点 ,由 于 这 四 个 球 两 两 外 切 , 所 以 这 
个 四 面体 的 六 条 校长 分 别 为 4,6,5,5,5,5. 画图 知 ,长 度 为 4 和 6 的 两 条 校 只 能 是 相对 的 ， 
由 对 称 性 知 ,小 球 的 球 心 必 位 于 这 两 条 棱 中 点 的 连 线 上 , 剩 下 来 的 就 是 通过 解 三 角形 建 
立 关于 小 球 半径 的 方程 . 

W 。 设 四 个 球 的 球 心 分 别 为 A.B.C.D, 如 图 8-5, 依 题 意 有 
AB—6,CD=4.AC—BC=AD=B8D-5. 

又 设 АВ .CD 的 中 点 分 别 为 EE、F, 小 球 的 球 心 为 O, 则 由 对 称 性 
知 ,点 O 在 线段 BF 上 ,并 且 易 知 EF L AB.EF | CD. FË 


ЕЕ /AC СЕТ АЕТ 
= 45 =F = 243. 


VOT = уй Far, 


ОЕ = /ОА*—АЕТ = Jr FI =F = JF Fr. 
其 中 为 小 球 O 的 半径 . 


于 是 ,由 OE + OF = ЕЕ, Vr For + JF Fir = 2/3. 


вуем = (E. Ф 
BAEO — СИЕ): 一 2, 所 以 
Mean EEE Z 2. = VE ° 


由 中 .四 得 2 /T+ 


因为 > 0, 所 以 2 Vr = V7 下 6. 
иш, = иж, 


评注 “本 直入 手 并 不 难 , 在 得 到 方程 VF 十 6r 十 VE 于 入 一 2V3 后 , 解 起 来 却 有 着 
很 强 的 技巧 性 ,需要 回 到 初中 解 无 理 方程 上 去 . 

例 6 同 底 的 两 个 正三 棱锥 内 接 于 同一 个 球 , 两 顶点 在 底面 的 异 侧 .已 知 两 个 正三 梳 
饮 的 底面 边 长 为 a. 侧面 与 底面 所 成 的 角 分 别 为 a、8, 球 的 半生 为 R, 求 证 : 

tanla +) 一 一 LAR, 

分 析 KRE “PHH ILI , МАЛАНА ВОЮ, PEE th PSA E 锥 
的 侧面 与 底面 所 成 二 面 角 的 平面 角 , 把 tana、tan8 用 a ЖК 表示 ,利用 两 角 和 的 正切 公式 
来 证 明 . 当然 ,在 可 能 的 情况 下 ,也 可 以 整体 地 求 出 tana + tang 和 tana • tang, 

证 明 ”如 图 8-5, 设 P 一 ABC 和 Q 一 ABC 是 两 个 同 底 的 正三 梭 
锥 ,底面 边 长 为 a, 它们 都 内 接 于 半径 为 R 的 球 O. 

连接 PQ, 则 PQ | FH ABC. E JEW H, ARAL OE PQ E. 连作 
ЖСН 并 延长 交 AB F D.D 为 AB 的 中 点 ,连接 PD .QD. 

因为 Н WIE SABC 的 中 心 .所 以 CD | АВ, = е. 
PD 1 AB ,QD | АВ, Z PDH .人 QDH 分 别 为 侧面 PAB 和 QAB 
与 底面 ABC 所 成 二 面 角 的 平面 角 , 即 人 PDH = a, ZQDH = 及 


在 正 AABC 中 ,DH = LCD = a, MVA PH = DHuna = 
a, 


ykuna, 


&ф „ 


тин Е = HEHE 0— ABC 中 ,有 QH = Biang. 


由 PH 二 QH =?К. a сапа + tan) =R. 


即 tana + tang = LGR, Ф 


又 PQ EEO HHG. ZAPQ = 90°. X AH | PQ, 则 在 Rt 入 PAQ 中 ,由 射影 定 
ЖУАН! = PH + QH. 


tana * tang = 4. © 
т Ф. fê tana +f) = ЗЕ _ E, 


评注 ”我 们 开始 的 设想 是 把 tana 和 tan8 分 别 用 a RAF Eh FEHR E E A AR h 
村 长 都 不 知 进 , 所 以 我 们 采用 了 过 向 思维 ,把 PH .QH 分 别 用 a .R.tana tanp 表示, 利用 
PH 十 QH = 2R 建 立 了 关于 tana ,tan8 的 方程 中 .再 根据 球 的 性 质 我 们 又 发 现 了 一 个 隐 售 
条 件 РАО = 90, 从 而 应 用 射影 定理 建立 了 关于 tana .tan 的 方程 四. 这 时 ,如 果 将 四、 
O 联 立 分 别 求 出 tana tanp а FEHR XK. 我 们 注意 到 两 角 和 的 正切 公式 中 含有 tana 
+ tanp # tano。，tanB, 利 用 整体 思想 使 简 接地 得 到 了 结论 

例 7 (2005 年 山东 省 高 中 数学 竞赛 试题 ) 如 图 8-7, 余 А. в, 


= 校 柱 ABC — A, B,C, 的 侧面 AA, GC т вак 。 


Ж. АСС, 为 锐角 ,侧面 ABB, A, | Wi AA,C,C, B A.B 
= АВ = AC = 1. 人 

(D REAA, 上 BCs 图 8-7 

(2) ЖИВ А.В, 到 平面 ABC 的 距离 

分 析 ”要 证 明 AA, 1 BC,, 可 考虑 利用 三 生 线 定理 证 明 ,也 可 以 利用 向 量 的 方法 来 
解决 ,要求 直线 A, B, 到 平面 ABC 的 距离 ,注意 到 A.B, // 面 ABC , 则 可 转化 为 求 点 A, 到 
平面 ABC 的 距离 ,利用 体积 法 来 计算 ,当然 也 可 以 利用 向 量 来 求 

解 因为 侧面 AA,C,C ERE ЦАА = A.C, = C,C = СА =1, 所 以 AAA1B 
OE = fE. iD # AA, 的 中 点 , 则 AA, | BD. SNT ABBA, LMT AA, CC, ВЕД 


知 ,点 C 到 A4， BERSE, ZAAG 


-$ 


BD | Wm AA, С.С. 由 侧面 AA. сюй? 


= 60 ,从 而 ЛАА C 是 等 边 三 角形 , 且 A4A, L 


р. 


[方法 1] 如 图 8-8, 以 AA, 的 中 点 DD 为 原点 .DA, .DB 分 别 
为 y 轴 ,< 轴 建 立 空间 直角 坐标 . 
(D RAA? = со,1,о›.ВС, = BD + DC} = ‹о.о.—1›+ 2 


(оо) -$ 
ЖАА, L ВС. 
(2) п = (a,b,c) 为 平面 ABC 的 一 个 法 向 量 , 则 nm | АЙ, 
n | AF, n+ АЙ = On + АС = 0. 


ийй = АБ + DB = (0.}.0)+ (о.о, ®)- (0.2. 


0. —1),ВИДААТ. BC? = 0. 


АС 


Hiaba (о, 1, 


шо (F h, 


М8 0 =- Sa, = а Вп = (a, — Заза). 
АША, В,С. /平面 ABC ,所 以 直线 A B, 到 平面 ABC HER N 


-ln VE 


[方法 2] (1) 如 图 8-9, 显 然 DC, 是 BC, 在 平面 AA,CIC 上 
的 射影 ,因为 AA， 上 CD, 所 以 由 三 重 线 定理 ,得 АА, | BC. 

(2) RY АВ, // 平面 ABC ,所 以 直线 A, B, 到 平面 ABC c. 
的 距离 等 于 点 A, 到 平面 ABC 的 距离. 

M Va a = Viac WE Sawe * h = E Same * BD. 


ma- BD 


WX ВС, 上 AA, ,CC, // AA, RVA BC, 1 CC 


在 RiABCC 中 ,BC = сс, = 1,8 BC 


Ra 


故 直线 A: B, 到 平面 ABC 的 距离 为 


评注 。 本题 以 要 桩 为 载体 ,主要 考查 几何 体 中 的 线 面 关系 及 下 离 的 计算 ,我 们 给 出 
了 向 重 法 和 传统 的 几何 法 ,它们 都 是 解决 这 类 问题 的 基本 方法 ,应 熟练 窜 握 - 

例 8 证 明 :任意 底面 为 正 " 边 形 (全 5) 的 nm 校 锥 不 存在 正 十 1 边 形 的 截面 . 

分 析 ”涉及 到 与 自然 数 有 关 的 问题 ,数学 归纳 法 是 首选 ,但 由 于 本 题 为 存在 性 问题 ， 
故 可 考虑 用 反 证 法 . 5 n = 5 时 ,对 于 底面 为 正 五 边 形 的 五 楼 锥 S- AAAA As ,不 妨 假 
设 有 正六 边 形 截面 B, B: B, B, B: Be, 可 以 证 明 A,A, „А.В, „А.А, 交 于 一 点 (其 中 B, 在 
AA: EDTA LA ‚А,В, AA OUP В, EAA, 上 ) 也 交 于 一 点 ,由 此 知 A.B, 和 А,В, 为 
底面 正 五 边 形 的 两 条 对 称 轴 . 由 此 进一步 可 推 证 底面 对 角 线 A:A, 35 А,В, А.В, 交 于 一 
点 ,因此 正 五 边 形 的 对 角 线 А.А. 经 过 它 的 中 心 , 这 是 不 可 能 的 . BA, Ч n 一 2k 一 1(k > 
3) Ë n = 2k(& > 2) 时 ,可 用 类 似 方法 推 证 . 

证 明 MEn 上 1 边 形 B.B. Ba, # n RE S ААА, 的 截面 ,其 中 底面 
A AA. МОЕ n 边 形 .我 们 讨论 三 种 情况 :n = 5.n = 2k — 1 > Dn 一 2k( > 2), 


тво швп 


BS n REA n 十 1 个 面 ,所 以 截面 与 棱锥 的 每 一 个 面 各 有 一 条 交 线 . 不 失 不 般 性 ,可 
以 认为 点 Bı s Ba ===. Burs 在 棱锥 的 各 校 上 的 位 置 如 图 8-10 和 8-11 所 示 (适合 于 给 定 的 各 


”你 


种 情况 ). 

(D n 一 5 时 ,因为 正六 边 形 B, BB. 中 直线 B, B, .B; B, ft В.В, 互相 平行 ,平面 
SA:A, 经 过 甩 B, ,平面 S4:A, 经 过 B.B, , 故 它们 的 交 线 ST(A:A, ПАА = Т) 平行 于 
这 些 直线 ,从 而 ST / В,В,. 

经 过 直线 ST 和 B,B, 作 平面 ,这 个 平面 与 棱锥 底面 交 于 直线 BA MAR BA 又 
经 过 直线 ST 与 底面 的 交点 Т. 故 这 样 的 直线 A;A, ‚А,В, 和 A; A, 交 于 一 点 . 

同 理 ,直线 ALA, A.B, 和 A.A, 也 交 于 一 点 - 

由 此 推出 ,直线 A, B, 和 А,В, B IE ЕШ А.А, As 的 两 条 对 称 轴 , 它 们 的 交点 O 〇 是 
该 五 边 形 中 心 . 

至 此 ,可 以 推出 ,如 果 Q 是 正六 边 形 B,B,…B, 的 中 心 , 则 平面 SA,B, «SA, Bı .SB;B， 
交 于 直线 SQ. FE, НЕА, В, A Bı AA 应 交 于 一 点 一 一 直线 SQ 与 底面 的 交点 . 这 说 
明 : 正 五 边 形 A1A:…As ВЕ АА, 它 的 中 心 0. 面 这 是 不 可 能 的 ， 

(Dn = 26-102 3). 

仿 (1) 同 理 可 证 . ПЕ 2k 56 B, B: Ba "P, LER В.В, „Вә, Bor: 和 BBs 互相 平 
行 , 则 直线 A, As Avi Ars 和 AA: 应 交 于 一 点 ,而 这 是 不 可 能 的 

因为 在 正 2k 一 1 边 形 AlAs…As tP WA А // AA... RRA, A: АЛ 
不 平行 . 

Gn = kk > 2). 

与 上 述 情况 类 似 , 可 以 证 明 直 线 AA: Ami Ans 和 AA 互相 平行 于 是 ,直线 
Bı B: ,But Brar 和 B,B,., 应 交 于 一 点 ,而 这 是 不 可 能 的 , BW Burs Ba // ВВ. MAR 
В,В, 与 Bm Bs 不 平行 . 

综合 (1).(2).(3) 知 ,假设 错误 , 故 命题 得 证 . 

评注 ”我们 知道 ,底面 分 别 是 正三 角形 、 正 四 迪 形 (正方 形 ) HERR DRR AA 
出 存 在 正四 边 形 (正方 形 )\ 正 五 边 形 的 坑 面 ,但是 这 个 真理 再 向 前 跨 一 步 就 成 为 齐 误 ， 什 
得 一 提 的 是 ,本 题 的 证 明 看 上 去 可 以 用 教学 归纳 法 ,但 实际 很 困难 ,我们 用 反 证 法 给 出 了 
一 种 简 证 . 


XE EAB 


思考 题 1 HOMIE = Р — АВС 底面 SABC 的 中 心 ,如 图 8-12, 过 O 〇 点 的 动 平 


ЖЕМЕ, و‎ 
面 与 P 一 ABC 的 三 条 便 楼 或 其 延长 线 的 交点 分 别 为 Q.R.S, 求 证 :FG + PR + ps 是 


100 


个 与 平面 QRS 位 置 无 关 的 常量 . 


分 析 ӨЗЕГЕ + pR + ps ЭЙЕ Ш.Н PQ .PR PS 的 长 不 


定 ,因此 一 般 可 考虑 构造 出 一 个 关于 PQ .PR .PS 的 等 式 . 由 于 P — 
ABC 是 给 定 的 正三 棱锥 ,因此 ZAPB = ZBPC = ZCPA 为 常量 ， 
且 三 条 侧 杰 与 相对 侧面 所 成 的 角 均 为 常量 ,因此 很 自然 想到 可 用 不 
同方 式 计算 同一 四 面体 PQRS 的 体积 ,利用 体积 法 建立 关于 PQ. 
PR .PS 00 9 8 X: F. 

证 明 ”如 图 8-12, 四 面体 PQRS 可 以 划分 成 以 O 为 公共 顶点 ， 
分 别 以 APQR APRS .人 PSQ 为 底面 的 三 个 三 棱锥, 并 记 人 QPR 
= ZQPS = ZSPQ = 0. 

又 DO 是 正三 校 俊 尸 一 ABC 底面 AABC 的 中 心 ,所 以 O 点 到 二 个 侧面 的 距离 相等 ,可 
设 为 d, 则 三 棱锥 O — РОК,О— PRS .O- PSQ 的 高 都 是 d ,于 是 有 


Via = Уи + Уо ны + Vora 


图 8-12 


= TPQ. PR + sino + d + EPR ° PS + sind + d + PS + PQ + sind » d. 


另 一 方面 ,四 面体 PQRS 又 可 以 看 作 是 以 Q 为 顶点 ,以 APRS ЖЖЖ) = t. 设 
PA 与 平面 PBC 所 成 的 角 为 e, 则 三 楼 包 的 高 是 PQ ° sina. FIA 

Уюе = Vems = РЕ + PS * sing РО + sina. 

ЖОРО. PR + d + PR + PS + d + PS + PQ + d = PQ + PR ° PS + sina, 

1,1 1 „sing 

HFG * PR * ps = E NER. 

思考 题 2 一 个 八 面体 的 各 个 面 均 为 全 等 的 四 边 形 , 记 M 一 《楼 的 长 }. RIE: 

(DOM 中 至 多 有 三 个 元 素 

(2) 每 个 面 有 两 条 相等 的 边 所 在 直线 交 于 一 点 

分 析 ”将 图 形 简化 ,由 这 个 八 面体 的 局 部 去 探求 其 整体 性 质 是 解决 本 题 的 关键 . 因 
此 ,可 以 考虑 从 共 点 的 几 个 面 入手 . 为 了 使 图 形 进一步 简化 .我 们 先 证 明 这 个 八 面体 存在 
可 引 三 条 楼 的 顶点 ,然后 依据 这 样 的 共 点 的 三 个 面 证 明 该 问 是 . 


证 明 由 题 设 知 ,这 个 八 面体 的 术 数 为 4 > Š 一 16 条 ,两 数 为 8, 由 欧 拉 定理 知 ,顶点 
数 为 V 二 16 一 8-+2 = 10. 

У, 是 引出 i 条 楼 的 顶点 数 , 则 V, +V, 十 … = 10,3V, 十 4V4 十 … = 32, ME Vs, 
1 V, + 2V, + 3V, ++ — 2, k. V, < 2,V, < 1. M i> 6 MH, V, 二 0, 从 而 Vs > 0. f 
ЦЕРН ААН 
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Жаң АШ = 4. W ЖЗ, а,Ь,с. В, è 
两 两 不 等 (如 几 8- 13). 由 于 各 面 是 全 等 的 四 边 形 , 则 在 面 HAB 边 
只 可 能 是 “或 c ,而 在 面 I 中 ,AB 边 只 可 能 是 5 或 d ,这 是 不 可 能 的 .所 Y 


以 四 条 边 的 长 不 可 能 全 不 相等 , 即 M 中 至 多 有 三 个 元 素 . 从 面 每 个 面 А 


至 少 有 两 条 边 相 等 , 且 不 可 能 是 对 边 . 故 (1) .(2) 均 得 证 . 

评注 ”本 题 首先 由 欧 拉 定理 证 明了 这 个 八 面体 至 少 有 一 个 顶点 
可 以 引出 的 三 条 模 , 然 后 考查 由 这 个 顶点 出 发 的 三 个 四 边 形 ,根据 已 5 
知 条 件 , 这 三 个 四 边 形 全 等 , 推 得 每 个 四 边 形 至 少 有 两 条 边 相等 ,从 而 图 8-13 
使 问题 得 到 证 明 . 


Бема. 
一 .选择 是 


1. 给 出 如 下 三 个 命题 : 

四 庆 面 是 正三 角形 ,其 余 各 面 都 是 等 腰 三 角形 的 楼 锥 是 正三 楼 锥 ; 

回 各 贷 耐 都 是 等 腰 三 角形 的 四 棱锥 是 正四 校 锥 ; 

二 成 面 是 正三 角形 , 相 邻 两 侧 而 所 成 的 角 都 相等 的 三 檀 锥 是 

其 中 契合 是 的 个 数 是 

A.0 вл c2 D.3 

2. (2003 年 安徽 省 高 中 数学 竞赛 试题 ) 在 楼 长 为 1 的 长 方 体 MM 内 , 作 一 个 内 切 大 球 
0,, 再 在 M 内 的 一 个 角 顶 内 , 作 小 球 O; ,使 它 与 大 球 相 外 切 , 同 时 与 正方 体 的 三 个 两 相 
M,N RO, 的 表面 积 为 со 


А.® 


в 2552, CO4 004/0 


直线 A,B 5 ¥ а BB, CC 所 成 的 角 等 于 
А. 45° В. 60° С. arctan VZ D. 90° 


ft HD шй жс E f ERE 5 ЖЕ XZ BA B (Ë , B| Pi 0 5 K BÓ 
нды сә 


z 
= 
° 
У 
р 
Е 
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5. 在 村 长 为 a 的 正方 体内 有 一 个 内 妃 球 .过 正方 体 中 两 条 互 为 异 面 直线 的 模 的 中 点 
ШЕРҮҮ ЕЕЕ CF 


А.О Da 
6. 一 个 是 多 面体 的 面 数 为 8. 各 面 多 边 形 的 内 外 总 和 为 16x, 双 它 的 补 数 为 0 
A.24 B.22 С.18 0,16 


7. 在 正 n 棱 锥 中 , 相 令 两 创面 所 成 的 二 面 角 的 取 值 范围 是 


e. (9) 

8. 一 只 小 球 故 入 一 长 方 体 容器 , 且 与 共 吉 的 三 个 面 都 相 接触. 小 球 上 有 一 点 到 这 三 
个 面 的 距离 分 别 是 3cm、.3cm、6em, 则 这 只 小 球 的 半径 
A. RHA 3cm B. 只 能 为 gcm C. 只 能 为 9em DD, 以 上 说 法 都 不 对 


二 ,填空 题 


9. 把 四 个 半径 均 为 1 的 小 球 装 入 一 个 大 球 内 , 则 此 大 球 半径 的 最 小 值 为 

10. S f # S 一 ABC 的 底面 AABC 是 正三 角形 . 侧 而 SAC | 底面 ABC， ТУТ 
SAB.SBC 5 ЖЖ ABC 所 成 的 角 均 为 45", 则 二 而 角 人 一 SC 一 BB 的 大 小 是 

11. 半球 O 的 半径 为 尺 . 它 的 内 接 长 方 体 ABCD A BCD, 的 一 + ABCD EFR 
ОЮК Е.И Ж ЖЖ Ж ЖЯ МЕ > Ж # KIA 

12. E, E Z Rk ABC — А,В,С, 中 ,AC = 6,06 = 8, 万 为 AC 的 中 点 ， LELEL 
BD 5 AC, 的 距离 为 

13. (2005 FH E FRE ГЫТТЫ AP 
ЮЕ PA, PB .PC , 且 满足 PA = 2РВ. Я! PA + PB + PC 的 最 大 值 是 

14. 一 凸 多 面体 有 32 个 面 ,每 个 面 是 三 角形 或 五 边 形 ,V 个 顶点 ， ERRERA. AT 
个 三 角形 面 和 忆 个 五 边 形 面相 交 , 则 100P 十 10T 十 Y = е 

15, 两 个 半径 都 是 1 的 球 O, 和 球 O, H1. EE 5 607 面 角 a 一 1 一 的 两 个 
半 平 面相 切 . 另外 一 个 更 大 的 球 O 和 该 二 面 角 的 两 个 六 平面 也 都 神 切 ,同时 与 球 O, 和 球 
O 相 外 切 . 那么 , 球 () 的 学 径 尽 一 . 

16. 以 O 为 球 心 性 为 半径 的 球 条 相互 平行 的 直线 分 别 妇 于 ABC 三 点 ,已 如 
Sane = 4,5 > 16, 则 人 HAC HARKET. 


иней 
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解答 题 


17. 0198-16. E Z #4 АВС ~A, В, 
上 一 点 ,BF : FB, = 2: 1.BF = ВС = 2а. 
СОЖ ЕЖВЯАР 上 不 网 于 人 DHE RE —R RIE EF | ЕС; 
(2) Е.Ж АВ = 2a, 在 线段 AD 上 的 点 下 能 否 使 EF 与 平面 
BB1C,C 所 成 的 角 为 60" ?请 说 明理 由 . 
18. 如 图 8-17, £ I Hê 8 P — ABC 中 ,PA | ЖЖ ABCD.Z BAD 
= 90°.АВ // Ср.Ар = CD = 2AB,E.F 分 别 为 PC .CD HF A. 
(D 求证 :CD L PE BEF; 
(2) Ф РА = KAB. A= BA E—BD— C$ š f T 30. 


中 ,AB = AC.D % BC MF A, F X BB, 
EA 


— 


[7S 


В, 


图 8-16 
KK 的 取信 范围 
19. Ж=#8 5— АВС Ф.М SA .SB 、SC 两 两 垂直 ,G 为 外 
AABC 的 重心 ,DD 为 AB 的 中 点 ,过 口 作 与 SC 平行 的 直线 DP， |` с 
а > 
O) 直线 DP 与 SG 相交 4 б 
(2) 设 直线 DP 与 SG HX F A D', Rl D' # = Rt ê S— АВС тзлт 
的 外 接 球 的 球 心 


20. 一 个 六 面体 的 各 个 面 和 一 个 正八 面体 的 各 个 面 都 是 边 长 为 a 的 正三 角形 ,这 样 两 
个 多 面体 内 切 球 半径 之 比 是 一 个 既 约 分 数 开 , 试 求 型 ий. 
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ao RAS 


АСЕ А ЕЕЕ Q R 09 F i Н Ж. ta 5 8936. MN. 
椭圆 等 ,就 是 我 们 这 里 所 说 的 截面 ， 

截面 问题 主要 包括 作 图 和 计算 两 个 方面 . 处 理 截面 问题 一 般 分 为 步骤 ,定位 、 定 
形 ,定量 . 其 中 ,图形 的 定位 是 解决 截面 问题 的 关键 . 作 截面 的 方法 源 于 确定 平 而 的 公理 3 
及 其 三 个 推论 ,一 般 都 是 先 确定 一 个 平面 ,然后 在 这 个 平面 内 完成 作 图 . 


例 1 (2005 年 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) 如 图 9-1,ABCD 一 a cr 
A'B'C'D' 为 正方 体 , 任 作 平面 a 与 对 角 线 AC' 垂直 ,使 得 与 正方 体 4| С, 


的 得 个 面 都 有 公共 点 , 记 这 样 得 到 的 截面 多 边 形 的 面积 为 5, 周 长 为 SN 
> 


„шж ЖИЕ: 

A.S 为 定 值 ,! 不 为 定 值 

B.S 为 不 定 值 .为 定 值 x 

C.S 与 ! 均 为 定 值 ms 

D.S 4! 均 不 为 定 值 

分 析 ”可 从 极端 情形 人手 ,用 运动 变化 的 思想 探求 截面 多 边 形 面积 S 和 周 长 S 的 变 
化 情况 . 

解 如 图 9-1. 将 正方 体 切 去 两 个 正二 校 锥 4 一 ABC 和 C” 一 BICD', 得 到 一 个 以 平 
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行 截面 A'BD 和 B'CD' 为 上 ,下 底面 的 几何 体 V,V 的 每 个 侧面 都 p—s, 
жшт = ЖЖ. Ж ИЕ W 的 每 一 条 边 分 别 与 V 的 底面 上 
的 一 条 边 平行 . 将 V 的 侧面 沿 棱 A'B“ WF, 展开 在 一 张 平面 上 . 


得 到 一 个 口 AB'B1A. 而 的 周 界 展开 后 便 成 为 -条 与 A'A 平 “ 
行 的 线段 (如 图 9-2 Ф ЕЕ), BR ЕЕ, = AA, , 故 1 为 定 值 . 
Y 包 位 于 A'B' 中 点 时 ,多 边 形 W 为 正 穴 边 形 . 而 当 EE BEA 处 时 ,W 为 正三 角形 ， 


易 知 周 长 ! 为 定 值 的 正六 边 形 与 正三 角形 面积 分 别 为 将 SEEM SKAEI B. 


评注 ”作为 选 择 题 ,利用 特 珠 图 形 进行 判断 ,不 失 为 一 种 最 住 解法 - 

例 2 在 棱 长 为 1 的 正方 体 ABCD — Л'В'С'р' P.M N.P AIER BC CD 、 
D.D 的 中 点 , 求 过 MN P 三 点 的 平面 截 这 个 止 方 体 所 得 截面 的 面积 

分 析 ”我们 先 来 确定 截面 的 位 置 和 形状 ,然后 再 来 计算 截面 的 面积 - 

解 ”如 图 9-3, 平 面 MNP SIEN EK F MN ,与 侧面 
CC D, D ZF NP. HIR NP AWZ CC, .CD 延长 线 于 
线 EM Ж B.B FT S, CB 延长 线 于 G, 则 下 .G 为 平面 MNP 与 平 
面 ABCD 的 两 个 公共 点 . 连接 FG 分 别 交 DA ‚АВ FQ R, 故 六 边 
Ж MNPQRS 为 所 求 截面. 

易 知 ,Q.R、S 分 别 为 檀 DA AB BB, 的 中 点 .所 以 MNPQRS FG: 
为 正六 边 形 , 其 边 长 为 籽 . 收 所 求 夫 面 面积 为 6x un: = Ê, “^ FE 

评注 。 作 截 面 的 依据 是 平面 的 基本 性 质 和 确定 平面 的 条 件 ， кы 
基本 方法 是 先 确 定 关键 点 ,再 由 关键 点 确定 截面 与 多 面体 末 面 的 交 线 , ЖИ ЖЛ ЕЮ ЛА. 
将 截面 与 多 面体 的 面 同时 延展 ,得 到 一 个 三 角形 ( 即 AEFG) 所 在 的 平面 ,从 而 作出 了 截 
яв. хтдараникена а яз жт та иек жини. 

例 3 OIE 9-4. 1E HEHE V — ABC 的 底面 边 长 为 4. 侧 楼 长 为 


bM HERVO k=, HAA 一 和 .过 点 M fE F i FW VA 及 NA 


ET ВС GF Ш.Ж ШЕ SRE V 一 ABC 所 得 截面 的 面 
в. 
分 析 ”要 使 所 作 的 截面 既 平行 于 VA ,又 平行 3C ,注意 到 VA Z 
和 BC & Ж ЯШИ. WE TT F ЕЕЗ Ж. i RAR 
直线 确定 一 个 平面 ,县 这 个 平面 必须 经 过 点 M, 如 何平 移 ? 考 虑 到 
正三 棱锥 的 对 称 性 .我 们 可 选取 正三 棱锥 的 一 个 轴 埠 面 ,在 这 个 轴 图 9-4 
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1 


ЖОЙ ЖЕШ ЕРА. 

解 ”如 图 9-4, 设 过 V,A.O 三 点 的 平面 交 BC 于 点 D, 则 D 为 BC 的 中 点 . 在 截面 
VAD 内 ,过 点 M fE PQ // VA ,分 别 交 VD „АР FA P,Q. EH VBC FI ABD р. 
点 P.Q, 作 EF /BC,GH // BC. % VB VC FA Е,Е. Ж ACAB С.Н, 
EFGH 分 别 平行 于 VA MBC. 从 而 VA // ЕН „УА // FG ,因此 EH // FO, 所 以 EFGH 为 
平行 四 边 形 . 又 因为 BC | VA ,GH /BC ,EH / VA, 所 以 GH 上 EH , 故 截面 EFGH 为 
жш. 


M АО = Sab 
ашы т OEE 


2 
3a +b)" 

M Son = GH PQ = ÊÊ p- arn] E. 

WE КИДА ЕРОН 时 ,主要 应 用 了 直线 和 平面 平行 的 性 质 ;在 计算 矩形 
EFGH 的 边 长 GH 和 PQ 时 ,应 用 了 平面 几何 中 的 有 关 知 识 . 

例 4 ”如 几 9-5, 正 三 楼 柱 ABC 一 A B,C, 的 各 条 楼 长 都 是 1, 过 侧 
面 对 角 线 BC, MARMER AA, 下 点 D, 访 截面 与 底面 ABC 和 三 个 侧 4 
Ti АВВ, А, „АСС, А, ВСС B, 所 成 的 二 面 角 依 次 是 aas sas vas» $ 
соза, + сова: = cosas + соза, , 试 求 截面 ABC, D 的 面积 . 

分 析 ”显然 ,截面 ABC, D 的 面积 由 点 的 位 置 确定 , 如 果 设 
AD = аг. SBC, D 的 面积 可 用 zx 表示 ,截面 ABC, D 在 底面 和 三 个 
侧面 上 的 射影 的 面积 也 可 以 用 т 来 表示 , 根据 射影 定理 .cosel .cose: 、 
cosa, cosa, HTT т 表示, 肯 根 据 题 设 条 件 可 建立 关于 r 的 方程 ,从 
而 求 出 的 值 . 

解 设 AD=. 则 AD=1 一 7+, 从 而 BD = Vi,C,D= VIFUS 50, ВС, 
一 YZ. 由 海伦 公式 ,得 


-1 Ar- uF]. 
Зик» р Ar +T. 


又 ABC,D 在 底面 ABC 和 一 个 侧面 ABB, А, ACC, A, „BCC, B, 上 的 射影 的 面积 分 


Mak 2 r LE l 所 以 ,由 面积 射影 定理 ,得 
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2 Уз Š 

соза = созо. = ,کے‎ 
Ar —А4т+7 Jir 4r +1 

cosa = = cosa = — l 
Ji ArT ar ar FT 

由 cosa, + cosa; = cosa; + cosa, ,得 

BHO- = (1+0 + (2r — D. 


解 得 x = Ê, 


=1 Aru. 
Ж Sawo = + V FT = а 03. 


评注 本题 应 用 了 面积 射影 定理 ,从 而 回避 了 作 二 面 角 的 平面 角 . 另外 ,引入 线段 参 
数 AD 三 ,也 是 本 题解 法 的 一 个 特色 . 

例 $ ESR V 一 ABC 的 底面 边 长 为 4. 侧 校 与 底面 所 成 的 角 为 9, 过 底面 一 边 作 
此 三 校 锥 的 截面 , 当 截 而 与 底面 所 成 二 面 角 为 何 值 时 , 戴 面 面 积 最 小 ?并 求 这 个 最 小 值 . 

分 析 。 由 于 截面 三 角形 的 一边 是 正三 校 锥 底面 二 角形 的 边 , 它 的 长 是 定 值 ,因此 截 
面 二 角形 面积 的 大 小 取决 于 该 边 上 的 高 .可 以 用 侧 校 与 底面 所 成 的 角 0 表示 三 角形 的 高 ， 
通过 三 角 方 法 求 截面 面积 的 最 小 值 ,也 可 以 利用 异 面 直线 间 公 垂 线 最 短 这 一 性 
面积 的 最 小 值 . 

解法 1 如 图 9-6, 设 APBC 是 过 BC 且 和 VA 相交 于 P AWR 


i. 

ЖУО | Iñi ABC , Ж 39 O, i£ AO 并 延长 交 BC 
L BC, DĄ BC 的 中 点 ,从 而 PD 上 BC. tk ZPDA 为 二 
BC 一 人 的 平面 角 , 设 为 ,二 VAD SW VA 与 底面 ABC 所 成 的 角 ， 
W ZVAD = 0. 


在 APAD 中 ,AD = Wa. ДАРО = 180°— (r +@,/РАР = 


,由 正弦 定理 ,得 PD = 


te К, 

Заме = FBC PD = туд 

当 且 仅 当 мах + 0) = 1.80 r = 90 一 9 时 ,上 式 取 等 号 - 

故 当 截面 与 底面 所 成 角 为 90" 一 9 时 ,截面 APBC 的 面积 最 小 ,最 小 值 为 Varsing， 
解法 2 如 图 9-6, 在 截面 APBC 中 ,因为 BC = а 为 定 值 ,所 以 当 高 PD 最 小 时 ， 
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APBC 的 面积 取 最 小 值 - 

ЗЕ AVAD 中 ,因为 BC 的 中 点 DD 为 定点 ,PD | BC. 所 以 当 且 仅 当 PD | VA 时 ,PD 
的 长 最 小 . 

ЌЕ КОДАР” 中 ,PDA = 90°— 人 PAD = 90 — §, ¥ PD = ADcosZ PDA = 


Lasin. AT 


Lacosso =0 


= Lac. рр = Sag 
Same = BC + РО = at sinê. 


故 当 截面 PBC 与 底面 ABC 所 成 的 角 为 90" 一 9 时 .截面 A PBC 的 面积 最 小 ,最 小 值 


评注 。 弄 面 直线 上 两 点 连 线 中 , 公 类 线段 最 报 , 利 用 这 一 性 质 求 最 小 值 是 一 种 较 好 
的 方法 ， 

例 6 求证 :过 正方 体 中 心 的 任 一 截面 的 面积 不 小 于 正方 体 一 个 侧面 的 面积 

分 析 ”要 证 明 过 正方 体 中 心 的 截面 面积 不 小 于 任 一 侧面 的 面积 ,首先 需要 确定 截面 
多 边 形 的 形状 ,然后 进行 分 类 讨论 . 

EM ”首先 方 体 中 心 的 任 一 截面 显然 是 凸 多 边 形 , 且 这 个 凸 多 边 形 的 边 数 最 
少 为 4, 最 多 为 6. 因此 有 如 下 三 处 情形 

情形 1 ” 若 截面 是 四 边 形 ,那么 它 将 与 正 
方 体 某 两 相对 侧面 不 相交 ,并 且 戴 面 在 这 两 个 
侧面 上 的 射影 是 整个 侧面 , 由 面积 射影 定理 
知 , 截 面 四 边 形 的 面积 不 小 于 正方 体 一 个 侧面 
的 面积 . 

情形 2 若 截 面 是 五 边 形 , 这 是 不 可 能 
的 , 因为 正方 体 相 对 两 侧面 分 别 平行 , 若 截面 
与 平行 的 两 侧面 之 一 相交 , 则 它 与 另 一 面 亦 相 
ЕЗ 


情形 3 若 截 面 是 六 边 形 ,那么 它 必 与 正 
方 体 的 6 个 侧面 都 相交 . 图 9-7 
考查 正方 体 的 侧面 展开 图 ,如 图 9-7, 可 知 对 截面 六 边 形 ABCDEF 的 周 长 为 p, 有 不 
等 式 
р АА' |= уа) + Ga) = 3 /2a, 
其 中 a 是 正方 体 的 校长 . 
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又 截面 过 正方 体内 切 球 球 心 .内 切 球 半径 为 也 ,所 以 车 截面 而 积 为 5. 则 有 


从 而 截面 面积 不 小 于 正方 体 - -个 侧面 的 面积 - 

评注 。 按 截 面 的 形 执 进 行 分 类 是 证 明 本 题 的 切入 点 ,对 于 截面 为 四 边 形 的 情形 , 通 
过 贺 图 发 现 ,这 样 的 蕉 面 必 与 正方 体 的 一 双 对 面 不 相交 ， 具 在 它们 上 的 射影 是 整个 便 而 
正方 形 ,根据 面积 射影 定理 作出 了 判断 . 对 于 茂 面 为 六 迪 形 的 情形 ,我 们 注意 到 正方 体 的 
中 心 (内 切 球 球 心 ) 到 各 这 距离 大 于 其 到 各 个 面 的 距离 (内 切 球 半 径 ) ,并 利用 侧面 展开 图 
求 出 了 截面 六 边 形 周 长 的 最 小 慎 . 

例 7 已 知 将 单位 正方 体 ABCD — A, 460;D,( 如 于 9-8) УВ P. P. th Р, 
€ BC PE D.D) 平行 的 方向 ,平行 投影 到 侧面 ADD, A, 所 在 平面 上 的 影子 是 图 形 


WEDA Ht * MPK puis та ВЗР ЖУРЕ Л д 
ABCD ABCD (如 图 9-9), 其 中 PEP. P: WEERA per — L тору” 


2. 
(1) 求 投影 线 P,P; 与 投影 面 ADD,A, 所 成 的 组 ; 
(2) 求 投影 线 P, P, 与 点 D 所 确定 的 截面 的 面积 . 


o-8 “9.9 

分 析 ”无 论 是 求 投影 线 P,P, 与 投影 面 ADD, А, 所 成 的 角 , 还 是 求 投影 线 PP: 与 点 

所 确定 的 截面 的 面积 ,都 是 在 图 9-8 中 解决 问题 ,关键 是 确定 两 个 投影 点 P. Po 的 位 
车 .注意 到 平行 投影 保持 比例 的 不 变性 ,从 而 可 确定 点 Р. Pa 的 位 置 . 

W 由 平行 投影 保持 比例 不 


于 是 ,PIC 


如 图 9-8, 过 点 P. 作 P,Q / СЮ. ЖАШ, 于 Q, 连 接 P,Q. RA CD, | 投影 面 
ADD, A ,所 以 P,Q 1 fW ADD, A, êk PQ 为 P:P, 在 投影 而 ADD, A, 内 的 射影 ,从 


ЕТ по 


而 人 PIQP;: 为 直角 三 角形 . 且 
PQ = CiD, = 1,QD, = P.C, = 


ы 


(D h EBI Rl, РОР. 为 投影 线 P, P, 与 投影 面 ADD,A, 所 成 的 角 . 
在 RtAPiQP: 中 ,PQ= 1.P:Q = МЮ + D, = +. tang P, P,Q = PS 
= {энш ZP, P.Q = аглап Š. 


(D 首先 作出 平面 P, P.D 与 单位 正方 体 ABCD — A, B,C, D, 的 截面 . 如 图 9-8, 因 为 
平面 PP:D N 平面 ADD,A, = DD, ,平面 BCC, B, // 平面 ADD, A, PVA 
平面 P,P:D N Ж ВСС, В, = Р.К.Н Р.К / D.D. 


其 中 RE BC.H RC = +. 

连接 RD ,得 截面 P,RDD,. 

显然 ,截面 P,RDD, 为 矩形 ,其 面积 为 
Si, = P,R * P.D, = E) + 


评注 ”由 上 面 的 解答 过 程 来 看 ,图 9-9 虽然 只 起 了 一 个 桥梁 作用 ,但 是 题目 的 已 知 
系 件 却 集 中 在 这 个 平面 图 形 上 , 它 的 6 系 外 边界 线 图 成 了 一 个 平行 六 边 形 ,这 个 平行 六 边 
形 的 三 组 对 边 的 长 各 是 多 少 ,三 组 对 角 的 大 小 各 是 多 少 度 , 根 据 已 知 条 件 是 可 以 确定 的 ， 
留 给 读者 去 完成 . 

98 ib P.Q ИЧЕЙИК ABCD 内 的 任意 两 点 ,求证 ;cos 和 PAQ > +. 


分 析 ”由 于 P,Q 是 正四 面体 ABCD 内 任意 两 点 ,我 们 很 难 从 整 
体 上 去 把 握 , 注意 到 P,Q 与 A 确定 一 个 平面 ,这 个 平面 截 四 面 
体 得 到 -个 截面 ,如 果 在 这 个 截面 内 来 考虑 ,可 把 空间 分 散 的 条 件 集 


中 到 同一 平面 内 
ШЙ 当 A.P.Q 三 点 共 线 时 ,人 PAQ = 0°. соз PAQ = 1 
> 去 ,结论 显然 成 立 . 
当 A.P.Q 三 点 不 共 线 时 , 它们 确定 一 个 平面 ,平面 a 必 与 


ABCD 的 某 两 边 相交 . 不 防 设 а 与 BC .CD 分 别 交 于 STONE 

9-10) ,显然 ,AS .AT 不 是 四 面体 的 校 (否则 ,点 Р.О 在 四 面体 的 面 上 ). 
连接 BT, 则 Z BST = ZSCT + ZSTC > ZSCT = 60°, ZSBT < ZCBD = 60°, 
从 而 ZSBT < 人 BST, 故 ST < ВТ = АТ. 
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同 理 可 证 ,ST < AS. 
因此 ,ST 是 AAST 的 最 小 边 , 故 CSAT < 60°. 
X. ZPAQ < <SAT, 所 以 人 PAQ < 60°. 


故 cos<PAQ > 1. 
评注 “本题 看 上 去 与 裁 夯 无 关 ,但 是 通过 作 粮 动 截 面 ,把 空间 分 布 数 乱 的 条 件 集 中 


到 同一 平面 内 ,使 问题 得 到 巧妙 的 解决. 


XE авав 


思考 题 1 RKA 的 正方 体 的 表面 上 有 PQR 
证 明 你 的 结论 

分 析 ”根据 题目 的 特点 ,可 考虑 用 面积 射影 定理 来 解 . 当然 ,也 可 以 利用 逐步 调整 
法 ,应 用 极端 原理 来 解决 . 

解法 1 ”如 图 9-11, 设 A PQR 所 在 的 平面 与 正方 体 从 同一 顶 2. 
点 出 发 的 三 个 面 的 夹 角 分 别 为 e „8. у, h AAE A 


с 
45 Дес? 
соза + cos! + соз'у = 1. 
e В 


设 соға >> 二 ,其 中 为 面 PQR 与 面 ABCD KM. 
设 APQR 在 正方 形 ABCD 上 的 射影 为 AP'Q'R , 则 图 9-11 


R A PQR 面积 的 最 大 值 , 并 


Sarow = Sama *| cosa | Saree. 
又 正方 形 ABCD 内 任 一 三 角形 的 面积 不 大 于 该 正方 形 面积 的 一 半 , ID Srow < 


Sturn 一 十 ,所 以 Sara <VISaror < Š. 
另 一 方面 ,如 图 9-11, 萄 知 AA BC 的 面积 等 于 看 ,所 以 上 式 中 的 等 号 可 以 成 立 . 


M APOR 的 面积 的 最 大 值 为 2. 


解法 2 我们 知道 , 若 人 ABC 的 一 边 AB 固定 ,顶点 C 在 线段 MN 上 运动 , 则 Saw 
< тах{$лавм,$алах} CH AB 与 MN 异 面 时 也 成 立 ). 


п? 


下 面 采用 逐步 调整 法 及 上 述 结论 求解 本 题 - 


如 果 PQR 中 有 一 点 不 在 正方 体 某 一 校 上 ,不 妨 设 为 了 点 , 则 过 P.Q.R ZHER 
面 , 此 截面 与 正方 体 某 一 面 交 于 过 P 点 的 线段 MN ,那么 Seror < maxi San Sannt F 
是 取得 最 大 面积 的 三 角形 三 个 项 点 都 在 楼 二 - 

进一步 地 , 若 尸 不 是 正方 体 的 项 点, 不妨 设 点 P ERAB 上 , 则 Sar < maxi Sasar» 
Sauog 上 ,由 此 可 知 , 取 得 最 大 面积 的 三 角形 的 三 个 顶点 必 在 正方 体 的 顶点 处 . 计 8 个 顶点 


中 任 三 个 顶点 的 三 角形 面积 为 S, 可 知 S. 
4, 


REME Sane < 


上 式 等 号 可 以 成 立 , 如 阁 9-11, 易 知 A'BC” Я, k A РОК 面积 的 最 大 


以 上 两 种 解法 都 是 解决 此 题 的 基本 方法 ,应 认真 体会 ,熟练 掌握 
求证 :内 接 于 一 个 球面 的 正六 面体 的 体积 ,大 于 内 接 于 同一 球面 的 正八 面 


,C, D, 的 四 个 在 同一 平面 的 顶点 A.C, ‚А, 
设 球 半 径 为 R, 则 AC, = 2R,AC = TAA, ,利用 
勾 股 定理 可 计算 出 正方 体 校长 AA,, 从 而 可 计算 出 体积 . 同 理 , 取 通 过 正八 面体 A 一 
A',BIC'D' 一 下 的 四 个 在 同一 平面 上 的 项 点 A.B'.C'.D' 的 截面 ,可 证 此 截面 也 过 球 心 


O, 如 图 9-13.9-14, 易 知 А'В'С'Р' 为 正方 形 , 则 А" вр = JIR. XH E IF 
A'B'C'D' 的 距离 OF = К, Ve лере = 2Vewwcw 亦 可 计算 此 正八 面体 的 体积 ， 


<> 


图 9-12 图 9-13 图 9-14 
证 明 ” 取 通 过 正六 面体 ABCD — A, BCD, 的 四 个 在 同一 平面 的 顶点 A.C.C ‚А, 


` 


из 


的 截面 ,此 截面 过 球 心 0, 画 出 如 图 9-12 所 示 的 截面 图 . 设 球 半径 为 R. ШАС 一 


МАА, АТ АС = /ЗАА, = 2R, 所 以 AA, 一 23R. 于 是 
ӨР, з 8 AR 
Ушем, = AA = $ УЗ. 


ЖЕСЕ A iñik E — А'В'С'Р' 一 下 的 四 个 在 同一 平面 内 的 顶点 ABC .D 的 截面 ， 
此 城 面 也 过 球 心 D, 如 图 9. 13.9-14, 易 知 A'B'C'D' 为 正方 形 , 则 A'B = 


所 以 Swurw = 2R*, 义 点 玉 到 平面 A'B'C'D' 的 距离 FO = R.T: 
= =2.1 * ED = 4R. 
Verware = 2Уг-»сь = 2 g Sree * ED = FR’. 


HyS $ E> {5 = EAA У-у, > Verveur 


评注 (1 ) 由 于 正六 面体 (正方 体 ) 和 正八 面体 都 是 轴 对 称 图 形 ,所 以 通过 作出 它 
们 的 轴 截 面 , 可 以 清楚 地 反映 其 村 长 与 球 让 径 之 间 的 关系 ;( 上 ) 先 皇 正六 面体 和 正八 面 
体 的 体积 用 同一 个 参数 ( 球 〇 的 半径 ) 表示 ,再 比较 它们 的 大 小 ,这 是 一 种 基本 的 思路 ， 
сй) 值得 注意 的 是 ,本 题 的 结论 似乎 与 我 们 的 直观 印象 相反 ,对 于 正 十 二 面体 和 正二 十 
面体 ,也 可 得 到 同样 的 结论 . 事实 上 ,我 们 还 有 如 下 两 下 结论 ; 

1 一 个 正 十 二 面体 和 一 个 正二 十 面体 ,如 果 内 接 于 同一 个 球 ,那么 它们 有 一 个 共同 
йл; 

2” 一 个 正 十 二 面体 .一 个 正二 十 面体 和 一 个 正方 体 , 如 果 内 接 于 同一 个 球 ,那么 正 十 
二 面体 与 正二 十 面体 的 体积 之 比 ,等 于 正方 体 与 正二 十 面体 的 校长 之 比 ， 


REREN 
一 、 选 择 题 
1. (2005 年 浙江 省 高 中 数学 竟 赛 试题 ) 对 干 正方 体 的 堵 面 ,给 出 如 下 五 种 可 多 边 形 ， 
中 纯 角 三 角形 回 直角 三 角形 ; 
OEP: DEEN: 
其 中 不 可 能 是 = 0.79 
А.Ф.2.9 в.Ф.®.@ c.@.@.@ DG@.@.@ 


2. (2003 年 山东 省 高 中 数学 竞赛 试题 ) 已 知 正四 面体 ABCD 的 校长 为 2, 所 有 与 它 的 
四 个 顶 志 距 离 相 等 的 平面 截 这 个 四 面体 所 得 截面 的 面积 之 和 为 …… 5: 
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A.4 B.3 c. s D.3+/3 
一 个 正 方 体内 接 于 一 个 球 , 现 过 球 心 作 一 个 长 盏 ,下 列 图 形 中 ,不 可 能 是 截面 的 是 


taa F ACCS :等 分 点 ,AE 
акене сыен пака 


A. ñ ў 

5. & E KHE ABCDEF — A,B,C,D,E,F, 中 ,M 是 DE 的 中 点 , 则 过 Ai <C. 

的 截面 是 … 
A. 三 角形 влаж CC. 五 边 形 D. 六 边 形 

6. (2005 年 江苏 省 高 中 数学 总 赛 试题 ) 设 四 棱锥 尸 一 ABCD 的 底面 不 是 平行 四 边 形 .， 

用 平面 a 去 瞄 此 四 核 锥 ,使 得 截面 四 边 形 是 平行 四 边 形 , 刘 这 样 的 平面 … 96 4 


A. 只 有 1 个 B. 恰 有 4 个 C. 有 无 数 多 个 РЕ 
7. 如 图 9-15,ABCD ~A, B.C D 是 校长 为 2 的 正方 体 ,M 为 梭 
AAA 的 中 点 ,过 AM、B、C 三 点 作 一 个 平面 e Kiki ik. “жи АД 
积 等 于 … 
1 
А2 в.а T с, 
3 
C3 D.s 


图 9-15 
8. (2004 年 湖南 省 高 中 数学 竞赛 试题 ) 过 正方 体 ABCD 一 


ABC D, 的 对 角 线 BD, tR ü й Ж 3 5,5... 和 So 分 别 为 S 的 最 大 值 和 最 小 值 , 则 号 ee 
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二 ,填空 题 


9. 过 四 面体 同一 个 顶点 的 三 条 棱 的 中 点 可 以 确定 一 个 截面 ,这 样 的 截面 共有 四 个 
用 这 四 人 沾 截面 截 去 四 个 小 四 面体 后 , 剩 下 的 几何 体 的 表面 积 与 四 面体 的 表面 积 之 比 等 于 


10. 著 正方 体 的 梭 长 为 a, 则 与 正方 体 一 条 对 角 线 垂直 的 最 大 截面 的 面积 等 于 


| DON c, Á 
< A 
} 


用 9-16 图 9-17 

11. (2004 年 广西 高 中 数学 竞赛 试题 ) 如 图 9-16, 在 单位 正方 体 ABCD — A, B.C. D, 
P.M N 分 别 为 ABC,D, 的 中 点 , 则 点 C 到 截面 MB,ND HERF. 

12. 用 与 并 柱 对 称 成 30” 角 的 平面 截 团 福 所 得 的 截面 是 一 个 钙 团 , 则 这 个 椭 国 的 高 心 


RA 
13, 如 图 在 楼 长 为 1 的 正四 面体 ABCD P.M N 分别 为 AD、BC 的 中 点 , 则 过 


MN 的 平面 被 此 体 所 载 得 堵 面 面积 的 最 小 值 
14. 如 图 9-18, 在 单位 正方 体 ABCD — А,В, 


D, 三 点 作 正方 体 的 截面 , 则 4 


AA, 上 一 点 , 且 AE = ZÊ. E 


ERTS T CDDC 所 成 锐 二 面 角 的 度数 为 
15. 正方 体 ABCD — A. B.C, D, Htt K % a,E % CD 的 中 点 ,FF E 
为 AA, 的 中 点 , 则 过 EE,.F、B， 的 截面 面积 是 А 


16. KE ZR Р—АВС HF RE А,В,С, AERA а, MOTS 


楼 锥 的 商 为 2 Y6cm,D 为 PA 上 一 点 ,对 过 BBC.D 三 点 的 截面 面积 的 最 小 值 为 
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17. ЕПВ В V— ABCD ЕЖИК Жа. # K 3 b, EFO, 分 别 为 楼 BC .CD АЖ 
VOH tA RH EFO 的 截面 面积 - 

18. 正三 棱柱 ABC- А,В,С, 的 底面 边 长 为 24, 高 为 有 ,过 底面 一 边 BC 作 截面 与 底面 
в 0(0<0< FA. RATHER. 

19. HERE РИ ЖЕ bk h 26 EN .W h f ü nP T A 
线 , 且 与 的 底面 所 成 的 角 为 a. 把 РЕН®И# Ех 上 , 问 e 为 何 值 时 ,所 得 投影 图 形 的 
面积 最 大 ?并 求 出 这 个 最 大 值 、 

20, # = Fë ABC — A, В.С, 的 底面 是 等 用 三 角形 ,AB = АС. Z BAC = a, AD 是 BC 
А ЕЕ Ж. 若 此 直 三 棱柱 的 侧面 积 为 S, 过 BC, EAD 平行 的 平面 与 底面 所 成 的 角 为 有 , 求 
此 平面 被 直 楼 柱 截 得 的 戟 面 的 面积 . 


三 、 解 答题 
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"WO H 几何 体 的 面积 和 体积 


ge RAR 


面积 和 体积 是 立体 儿 何 中 的 两 类 重要 问题 ,其 中 体积 的 计算 和 应 用 是 重点 . 

几何 体 的 面积 主要 包括 表面 积 和 截面 的 面积 ,其 中 截面 面积 的 计算 我 们 在 上 一 讲 已 
作 过 专题 讲解 ,本 讲 主要 是 关于 几何 体 表 面积 的 计算 . 

在 掌握 好 求 体积 的 基本 方法 的 基础 上 ,应 重视 以 下 的 常用 方法 和 和 技巧; (1) 转移 法 
《 即 利用 祖 果 原理 或 等 积 变换 , 把 所 求 几何 体 转化 为 与 它 等 底 .等 高 的 几何 体 的 体积 ); 
(2) 分割 求 和 法 ;(3) 补 形 求 益 法 :(4) 交换 底面 求 二 棱锥 (或 四 面体 ) 的 体积 、 

用 两 种 方法 计算 同一 几何 体 的 体积 ,从 而 得 出 未 知 元 素 的 等 量 关系 ,这 是 平面 几何 
中 面积 法 的 直接 推广 ,用 这 种 方法 求 点 到 平面 的 距离 ,可 免 去 寻找 距离 或 垂直 关系 的 推 
理 过 程 . 


例 1 (2003 年 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) 在 四 面体 ABCD Ф, AB 一 1,CD V3, 直 
线 AB 与 CD 的 虐 离 为 2, 夹 角 为 于 , 则 四 面体 ABCD 的 体积 等 于 … 


ta 


я 


3 1 
An 


1 - УЗ 
B3 ст p. 
分 析 ”要 直接 求 四 面体 ABCD 的 体积 ,困难 比较 大 ,我 们 可 以 利用 补 形 法 ,把 求 四 


面体 体积 转化 为 求 三 棱柱 或 四 棱锥 的 体积 , 当然 ,考虑 到 异 面 直线 AB 与 CD 所 成 的 角 ， 
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也 可 以 利用 三 角形 中 位 线 , 通 过 作 辅助 截面 ,利用 分 割 求 和 法 ,将 其 转化 为 求 两 个 拟 柱 体 
体积 之 和 . 

解法 1 如 图 10-1, 过 点 C 作 CELAB, 以 ACDE 为 底面 ,BC 
ЭМЕЕ = REE АВЕ 一 ECD , 则 所 求 四 面体 ABCD 的 体积 V 等 于 


三 楼 柱 ABF — ECD КВУ 的 二 мј 
в 
因为 CE Z AB ,所 以 ZECD 为 异 面 直线 AB 与 CD 所 成 的 角 ， 
M ZECD = $. 


设 MN 为 异 面 直 线 AB 与 CD 的 公 垂 线段 , 则 MN = 2 H= 
ME: ABF 一 ECD 的 高 . 从 而 


V’ = Sann * MN LCE « CDsinZECD « MN = T x 1 xî x х2 = $. 


Bv- TV = kB. 
解法 2 如 图 10-2, 过 点 日 作 BE .CD , 则 四 边 形 ABCD 为 平行 


£ 
四 边 形 , 人 ABE 为 异 面 直线 AB 与 CD 所 成 的 角 , 即 ZABE = $. 从 而 SN 


м 
Saue = ТАВ + BEsinZABE = у x 1 хх = 3. 


因为 CD / BE ,所 以 CD // 平面 ABE, 故 点 DD 到 平面 ABE MIE h 
Wh THAR AB 与 CD MRM, HP h = 2. 

ЖУ, ко “Уик = Ум = боме th= +X 1 X2 

解法 3 ”如 用 10-3, 分 别 取 BC .CA AD .DB 的 中 点 P.Q.R.S, 则 


四 边 形 PORS 为 平行 四 边 形 , 且 ФР = 60",PQ = ТАВ = 二 ,PS x 


= 二 CD = AB /平面 PQRS / CD. в С> 
设 直线 AB .CD 与 平面 PQRS 的 距离 分 别 为 hh W + = f k 


2 为 异 面 直线 AB 与 CD 的 距离 . 
由 拟 柱 体 的 体积 公式 ,得 19 10-3 


Vano = Масла + Ушка = S Sona * (h Fhe) 


БЕ] 
x 
siá 
hs 
' 


= 2р0. Рема ФР a +h) = Û x} x 


评注 “本题 的 难点 在 于 异 面 直线 AB 与 CD 的 距离 和 它们 所 成 的 角 这 两 个 条 件 如 何 
使 用 .以 上 三 种 解法 的 共同 之 处 是 ,通过 平移 作出 了 AB 与 CD 所 成 的 角 , 但 是 它们 之 间 
的 距离 分 别 转化 为 校 ( 拟 ) 柱 体 . 禄 锥 体 的 高 , 回 吉 了 作出 表示 距离 的 公 委 线段 . 

例 2 正三 棱锥 的 高 为 h, 相 邻 两 铀 面 所 成 的 二 面 角 为 6. 则 这 个 正三 棱锥 的 体积 等 


Ӯ, 2 
分 析 要求 二 校 锥 的 体积 ,由 于 它 的 高 是 已 知 的 ,所 以 关键 是 求 底面 面积 . 因为 底面 
是 正三 角形 ,因此 只 需求 出 底面 边 长 就 可 以 了 
解 ”如 图 10-4.P 一 ABC 是 已 知 的 正三 棱锥 ,过 顶点 P 作 PO 上 
底面 ABC, 则 垂 是 0 为 正信 ABC 的 中 心 . 连接 АО 并 延长 交 BC FD, 
D % BC 的 中 点 .再 过 点 日 作 BE | PA. EE EEE CE. 
因为 AABE 2 AACE, 所 以 CE 1 PA, 从 而 人 BEC љї В , 
~ PA 一 C 的 平面 角 , 即 BEC = 0. 


TE ДЕВС FEB = В.р HC HRAM ZBED = СЕР = $. 


X РА 上 平面 BBC, 所 以 PA | DE. 
设 正 AABC ШК а, Е APAD 中 ,由 面积 法 ,得 


AD: ro, EPE É 
РА = pe 2—9 = (Sun Z. 
„со! + 


Ei 


X PA: = PO' + OA". (Vian 2) 


亦 即 a 


3⁄ [atan 5-1). 


1 
M Vee = F Saue * РО = 1 


评注 жиилтунежЕЖЕТЕЫИНӘИЖ ЕД К. 

例 3 在 正三 棱锥 P 一 ABC 中 ,底面 边 长 为 e, 相 邻 两 个 侧面 所 成 
的 二 面 角 为 8. 

(D D HÈ РС 上 一 点 ,BD 1 РСЖ BD 的 长 ; 

《2) RERE Р ABC 的 体积 . 4 
分 析 ”首先 作出 符合 题 意 的 直观 图 ,容易 得 到 相 邻 两 侧面 所 成 
二 面 角 的 平面 角 , 通 过 解 二 角形 可 求 出 BD 的 长 . 要 求 正 三 棱锥 P — 

АВС 的 侧面 积 ,关键 是 求 斜 高 
(D WM 10-5, AD, AACD є ABCD Kk BD 1 PC. 
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得 AD J. PC ,所 以 一 ADB 为 二 面 角 A 一 PC 一 B 的 平面 角 , 即 人 ADB = 0, B AD = BD. 
ЖЕ ДАРВ 中 .由 余弦 定理 ,得 
AB AD? + BD: — 2AD + BDcos8, 
Ва? = 2BD' (1 — сохд). 
BD = 一 一 “一 -一 一 一 
ш 机 = anin E 
(2) 取 BC 的 中 点 M ,连接 PM, 则 PM | BC ,有 


PC = PM? + CM: = PM? +È, D 
在 APBC 中 ,由 面积 法 ,得 

BC. PM 
PC = BD 

a a BOME و‎ 

B PC? = рт ~ 2PM U — созф). Ф 
ш Ф.О 消去 PC ,得 
PM: = 


а ра а 
итеб” PM =; Ji об" 

За? 
4 JI cos 

评注 ”本 题 在 求 儿 高 PM 时 ,主要 应 用 了 面积 法 - 

例 4 EZRM S — ABC 中 ,底面 AABC 每 个 顶点 处 的 三 个 面 角 之 和 均 为 180", 底 
面 三 角形 的 三 边 长 分 别 是 V3,2 和 v5, 求 三 楼 锥 5 一 ABC 的 体积 

分 析 ”注意 到 底面 SABC 三 个 顶点 处 的 三 个 面 角 之 和 均 为 180", 可 将 三 榨 锥 治 三 条 
便 校 的 开展 平 在 底面 所 在 平面 上 ,从 而 可 判断 三 校 锥 的 特征 ,然后 再 考虑 如 何 计算 其 体积 - 

解 ”如 图 10-6, 把 三 棱锥 5 — ABC 的 三 个 侧面 沿 侧 核 前 开展 平 在 底面 所 在 的 平面 上 . 

$, 


s 


Ë Sw = 35, = 3X +BC + PM = 


"iw maaan 


Җ.Н А 为 S,S: 的 中 点 . 
同 理 ,S: B.S: TAHR, S «C.S, 


Ж AS,S,S, PAC = 1 


з 


AER, H В 05,5, 的 中 点 ,C HSS 的 中 点 . 


同 理 ,AB SCBC 

故 三 楼 包 5— Авс) =н М. 

Hit OR 10-7 所 示 的 长 方 体 ,使 AB .BC ,CA 为 长 方 体 的 三 条 AT 一 7 
面 对 角 线 .S 为 一 个 顶点 27 

设 长 方 体 的 长 . 宽 、 高 分 别 为 <\y\=, 则 

|} һу = О, 

y+ 


解 得 /y 


z +? = 05), 
СВ 5 — ABC 的 体积 为 


图 10-7 


V = Уле 4, wo = Ува —4X Vue = YVes = Š. 
6 3 6 

评注 ятлау и SRR FROG 体积 的 计算 问题 ,常常 是 通 
过 构造 长 方 体 来 解决 . 

例 5 如 图 10-8, 在 正四 校 欠 S — ABCD 中 ,延长 底面 一 边 
CD НЕ. DE = 2CD àt 4 BE MR SC 的 中 点 下 作 一 平面， 
这 个 平面 将 四 榨 锥 5 一 ABCD 分 为 两 部 分 , 求 这 两 部 分 体积 之 
tt. 

分 析 WO 5— ABCD 被 平面 BEF 所 分 成 的 两 部 分 部 
不 是 "常规 "几何 体 ,可 考虑 继续 分 割 . 显然 ,下 部 几何 体 的 体积 4 
ТАБ F- ВСЕ УК -IDE 体积 之 差 . 当 求 出 下 部 几 
何 体 体积 后 ,二 部 几何 体 体积 可 用 求 差 法 得 到 . 

解 如 图 10-8, 设 正四 楼 锥 S 一 ABCD ЄК аа 
A.B EF X SD T KBE ZAD F 1, 


M 10-8 


у, - 18 = 4.3 
Ю.У, nr = g Same * hr = y ° $ 


因为 ID # BC. шюр = 器 .得 ID = за. 


Pe _ 


бле = 11р - рЕ = TL 24. 2а = ze, 
因此 ,Snwe = FID* DE = у, a * 2a = чш. 


Jk CD 的 中 点 M ,连接 FM , 则 


- 1 
Ai Уке = Sar * 


因此 ,多 面体 KID — FBC 的 体积 为 


= РЕ 29м, 
Vy = Veur = Уке = Tag A 


从 而 ,上 部 几何 体 的 体积 为 


29 
评注 ” 求 体积 比 往往 需要 引入 参数 ,本 题 引入 了 正四 被 锥 底面 边 长 和 高 两 个 泰 禾 
例 6 ”如 图 10-9, 在 平面 六 面体 ABCD 一 A,B,C,D, h. 2 А 


АВ = AD = 2u,AA = a, ZA,AD = ZA,AB = 人 DAB = Z Z 
СО 求证 :AA, 上 平面 BCD,， 


《2) 求 平行 六 面体 ABCD — A, B,C, D, WER. 

分 析 ”要 证 AA, | 平面 BCD: ,由 平行 六 面体 的 性 质 ， тюз 
只 须 证 CC， 上 平面 BCD, 即 可 , 在 ABCC 中 , ih RK FE HEK ШШ. 不 难 推出 
&В\СС, = 90°. 同 理 可 证 CC, L CD,, 从 而 可 得 CC, 1 面 B,C,C. 对 于 第 (2) 小 题 ,着 能 
求 出 一 个 面 上 的 高 . 则 体积 可 求 , 实际 上 ,由 (1) 的 结论 可 得 , 面 B,CD， | 面 B, BCC，, 则 
由 面 面 垂直 的 性 质 ,只 须 求 出 AD,B,C 边 B,C 上 的 高 即 可 . 另外 ,本 小 题 还 可 以 利用 积分 
制 法 来 求解. 

М (1) 在 B00, 中 ,因为 0C; = AA, = a, B,C: = AD = 2a, ZB,G,C— ZBAD 


故 上 下 两 部 分 体积 之 比 为 j = 3 


= 60°. 由 余弦 定理 ,得 
B,C = СС} + В,С — 20C, + B,C,cos60° = За?. 
从 而 B,C? + G 所 以 C, 1 B.C. 


# АСС 中 ,CC 
ср. 


АА, =а.С,0, = АВ = 2а, Z CC, D, = 60 , 同 理 可 证 CC， 1 
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所 以 OC, 上 平面 B,CD,. 

又 AA，N CC, KU ЛА, L ЖЕ B,CD,. 

《2)[ 方 法 11 因为 CC， 上 平面 B,CD, ,所 以 平面 B,CD， 上 平面 B BCC,, 且 平面 
B,CD, N Pi B, BCC, = B,C. 

如 图 10-9, 过 点 D, 作 Dı H | BIC ERA H.W D.H 1 平面 BB,CIC. 

E ABCD, 中 ,由 余弦 定理 ,得 BD, = 2a; 

{E AB, CD, Psh (1) 90 CB, = CD, = За. 

вр, - [ві (22) 

由 面积 关系 ,得 DiH = g1 

У 5 ыс, = CC, + B,Csin60" = (3a? ,所 以 

Улес, өт, * D, H = 24а". 

[方法 2] 因为 CC， 上 平面 B,CD, ,所 以 平行 六 面体 ABCD 一 A, BC D, 的 体积 为 

V = W wone o, = Vem, = 6 * СЯ + GÇ, = 24а". 


评注 “在 求 平行 六 面体 ABCD — A, BC D, 的 体积 时 有 两 个 难点, 一 是 利用 面 面 大 
A.B. BCC, 看 作 底面 ;二 是 利用 面积 法 求 高 DI 时 ,关键 是 确定 ACBD, 为 等 腰 三 角 
ө. 

M7 如 图 10-10, 在 直 三 楼 柱 ABC — А,В,С, 中 ,截面 DI 
# Mii ВСС, B, ZEM B— AA, — G, 与 C — BB, = DM. 
4È ABC — А,В,С, „АРЕ — A, D,E, „BCD — B,C, D, 的 侧面 积 依次 是 s, 


S.S S Rua < SS < 3. 
ТЕТРИ ишт пик 

等 于 其 底面 二 角形 周 长 的 比 , 因 此 可 转化 为 底面 边 长 来 研究 . al 
EM НС aCA =p, ES К, ШН ЫА. 图 10-10 


易 证 Z DAE .ZCBD 分 别 是 二 面 角 B — АА, — C, 和 Ci 一 BB, 一 DD 的 平面 角 , 则 ZDAE 
= ZCBD. 
又 截面 DEE,D, // Will ВСС, В, ,所 以 DE // ВС, ti ДАВС ^ AAED со ABDC. 
所 以 
w 
BC ТА Wa 
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айхту 的 元 二 次 方程 ,其 根基 > 0, 由 根 与 系数 的 关系 ,得 
*#-1>0, 
A= 1-40 D 2 0. 


тніс. 


> 

1 

评注 上面 的 证 明 过 程 主要 应 用 了 构造 一 元 二 次 方程 的 方 
法 ,避免 了 营 杂 的 运算 . 就 解 直 的 实质 而 言 , 问 题 可 归结 为 1989 
年 全 国 初中 教学 联 午 议 赴 : 如 图 10-11, 在 人 ABC 中 ,DE 分别 是 
BC ‚АВ 边 上 的 点 , 且 21 = /2 = Z3, R AABC.AEBD. ۴ 


AADC НЖЖ mm m rk Ê < Ê, 


А 


10-01 
ТЕН ДЕВ о ЛАВС со ADAC 之 后 , 周 长 比 等 于 相 人 
比 ,有 
m 
m 
从 而 (y а=, 
та” Ет ajd т-(тү =" 
щн = 去, 从 面 CD = + BC 时 可 取 等 号 - 


例 8 = P— ABC dk KASD ya bcr HIRKA a 2. 求证 :以 
aa” ВБ ос! 为 底面 三 边 长 ,以 bc' ca ab 为 其 相应 对 楼 可 构成 一 个 新 的 三 楼 锥 , 且 其 
体积 是 原 三 楼 锥 P АВС 体积 的 ae В. 

分 析 ”我 们 可 先 通过 作 图 来 说 明 新 三 棱锥 是 存在 的 ,再 判断 新 三 棱锥 与 


关系 ,然后 证 明 前 者 的 体积 是 后 者 体积 的 < (Ë 

EM ”如 图 10-12, 在 射线 PA ERRA ,使 PA = oc ,在 侧 
面 PAB #1 РАС 所 在 平面 上 分 别 作 //РА'В' = РВА. РАС 
РСА ,依次 交 射 线 PH .PC T B'.C', 连接 BC ,得 三 棱锥 P — 
NBC. 

下 面 证 明 P - А'В'С' ЕЖЕ = E. 

事实 上 ,由 人 PA'B' = ДРВА, ZPA'C' = 人 PAC, 得 

АРА'В' со APBA,APAC' co APCA. 

РВ' _ PA” PC 


有 PFA = PE PA 


BC + РС 
PB 


MIM» A PB'C' со APCB, 有 BC' = 


аа". 


评注 ДЕФ. ПОКАЖИ PORA EHH BHT ЕНИР ЛВС. 
司 证 明 它 满足 题 设 的 全 部 条 件 . 
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思考 题 1 ”在 正四 棱柱 ABCD 一 A,B,C,D, 中 ,底面 边 长 为 a, 忆 是 侧 校 DD, 上 一 点 ， 
截面 EAC // BD,, 且 面 EAC 与 底面 ABCD 所 成 的 角 为 45… 求 е EAC ВЖЕ. 

分 析 ”如 果 直 接 计 算 , 首 先 得 求 底面 ДЕЛС 的 面积 ,这 可 根 
据 面积 射影 定理 求 得 ,其 次 是 求 点 B, 到 平面 EAC 的 距离 ， 这 可 注 ， 
Ë BD 上 平面 EAC. 另外 ,本 题 还 可 以 采用 分 市 法 来 解决 . 

解法 1 ”如 图 10-13, 连 接 BD ЖАС + O, EO. 

因为 底面 ABC 是 正方 形 ,所 以 DO 1 AC. 

又 ED | 底面 ABCD, 所 以 EO | АС. 

ж БОР 是 二 面 角 E 一 AC — DOPE, M Z EOD = 45°. 


内 为 DO = u. AC = (Та. BO = РО = a. 


с. 


1% 


ga a 
Ж Saw = АС - ED = Y£ 


因为 BD, 少 平面 EAC ,所 以 BD, // OE ,从 而 Z D, BD = 人 EDD = 45°, BDD, B, 


为 正方 形 ,B1D | BD,. 


Va 


因为 8D, /平面 EAC. 所 以 BLD 1 Ж EAC. 
i BD 与 EO ТН. B, H HERH B, — EAC 的 高 . 


在 RtAEDO 中 ,由 面积 法 ,得 DH — ED РО — 


Ma. 
За. 


X B,D = /2BD = 2а, B, H = B,D 一 DH = 


2 


H Vn, кс = F Sare * BH = 
解法 2 у 13. E ж 


Малек = 2V amm, 


因为 AC 上 平面 BDD, B, ,所 以 AO Jë = Л — БОВ, 的 高. 
在 正方 形 BDD, B, PEO +8] D, D. BD 的 中 点 ,所 以 


/ „2х4 За, عا‎ 
IK Vi, rw = Vam, = 2X y X a? X 


z 
解法 3 在 正四 楼 柱 中 ,AB = a.AA, = Ya. 
MS Уна = Yaa Vye = а? Ve хь = Ka Vennen = ш, 
Zy 


ma = a Va, ne = 
Bk Vu, au = Vanna meo, Масак — Veno — Vianen, — Vana — Уң -me 
ua РИ E 2 

۶ لا № 20 Во‏ س 


а m Eo, 


评注 нена ие КЕКЕК ИК ЕКЕУИ 


几何 体 的 性 质 ,选择 恰 当 的 解 题 方法 ,以 简化 计算 过 程 . 


思考 题 2 MEA h ЕТТ Î a ,8 为 界 的 几何 体 , 被 平行 于 ERE a 为 4(0 


< d =< h) 的 平面 所 截 ,截面 的 面积 为 ud* + bl 十 c, 其 中 a.b.c 是 常数 .求证 :这 个 几何 体 
的 体积 为 


V = MSHS +450. 


RE. S. 分 别 是 上 F Cm fad kim EPRE ,8 等 远 的 截面 ) 的 面积 


127 


分 析 ”本 题 所 述 的 几何 体形 状 如 何 ,我 们 不 得 而 知 ,所 以 可 采用 " 退 ” 的 思想 ,利用 
祖 蜡 原理 和 极限 的 方法 来 证 明 . 

证 明 将 几何 体 的 高 等 分 ,过 各 分 点 作 平行 于 a 的 截面 ,每 两 个 相 邻 规 面 之 间 的 部 
分 可 近似 地 看 作 一 个 柱 体 . 则 各 部 分 体积 依次 为 


е) (R3 
vae RT 
У. = ке) + 


从 而 V == Vi +V; tv. F +V. 
= Ау у 9) рн) 


А (êr F2 + e + (n DJF Ê1 + 2+ «+ (e — DIF ") 


+ 


n— 129620 — 1) АА, (a Dn 
ари варан. 


А E: G= D а. өзүк} 
- ar + +e +¢ +4) +щ + ‹]) 


= +S +45) 


一 .选择 是 
1. (2000 年 河北 省 高 中 数学 竞赛 试题) 如 图 10-14, 已 知 正方 体 
ABCD =A, B,C, D: 的 楼 长 为 1, 〇 为 底面 正方 形 ABCD 的 中 心 ,M、 
N 分 别 是 楼 AD, 和 CC 的 中 点 , 则 西 面体 O 一 MNB, 的 体积 是 
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5 t 
+ E% c+ 


2. 设 直 四 楼 社 ABCD — A,B,C, D, HARKER EV, E £ f. 32 /3cm ,ABC = 60°. 
E.F ЯАЖ CC, .BB, 上 的 点 , 且 EC = BC = 2FB. FH RK i А — BCEF 的 体积 为 


A. 3em’ В. уст? 
С. бет? D, 9em’ 
3. 着 正方 体 ABCD —A, B,C, D, Ка. Z #@ A, — BCD 的 侧面 积 是 …( ) 


a 2 б BAHD c. Vs D. (2 /3 + Zat 
4. ® M 10-15, # $ 9 Ж ABCDEF ¥ , E fa ABCD 是 边 长 为 f 
3 的 正方 形 ,EF // AB,EF = $, EF 与 平面 ABCD 的 更 高 为 
2, 则 读 多 面体 的 体积 为 
A$ B.5 


图 10-15 

C.6 D. 

5. Æ = @% P—ABC 中 ,BC 

— BC — P % 45'.B— CA 一 尸 为 4 


,CA = 4,AB = 5. 若 三 个 侧面 与 底面 所 成 二 面 角 作 
АВ 一 尸 为 45", 则 三 楼 惟 尸 一 ABC 的 体积 为 
500 


1.3 D.4 
三 个 侧面 中 有 两 个 是 等 用 直角 
сә 


А.1 B.2 

6. (2002 年 安徽 省 高 中 数学 竟 赛 试题 ) 一 个 三 棱锥 
三 角形 , 男 一 个 是 底面 亡 长 为 1 的 正三 角形 . 那么 这 个 三 棱锥 的 体积 大 小 © 

A. 有 唯一 确定 的 值 B. A 2 个 不 同 的 值 

C. 3 个 不 同 的 体 D. 有 3 个 以 上 不 同 的 什 

Т. (2004 年 天 津 市 商 中 数学 竞赛 试题 ) 车 对 任意 的 长 方 体 A, 部 存在 一 个 与 和 A 等 高 的 长 
方 体 日 ,使 得 B 5 A 的 侧面 面积 之 比 和 体积 之 比 都 等 于 k, 则 大 的 取 值 范围 是 5 

A.#>O Bo<k<1 C.k>1 D> 

8. KA ABCD — A. B.C, D, 中 ,AC, 为 一 条 体 对 角 线 . ЯДА 为 球 心 ,AB AD, 
АА „АС, 为 半径 作 四 个 同心 球 , 其 体积 依次 为 V Vi Va Vo A E. 

A.V +V: +V, >V. 

B.V, +V; +V, = V, 

C.V: +V: +V, < V, 
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D.V, 十 Vi 十 Vs 与 V 的 大 小 不 能 确定 ,与 长 方 体 的 村 长 有 关 
=== 


9.02004 年 安徽 省 高 中 数学 竞赛 试题 ) 一 个 正三 楼 锥 的 三 条 侧 村 长 均 为 1, 且 两 两 重 
直 . 将 这 个 正三 楼 欠 绕 着 它 的 高 线 族 转 60", 则 旋转 后 楼 锥 与 原 三 核 锋 公共 部 分 的 体 
积 等 于 

10. 12005 FEF E RFE REAR) 在 长 方 体 ABCD — A,B,C,D, 中 ,AB = 2, 
AA, = AD = 1,E.F.G # HER AA, Ci D, BC 的 中 点 ,那么 四 面体 B, 一 EFG 的 体积 
是 


11, (2005 年 湖南 省 高 中 数学 竞赛 试题 ) 一 个 球 与 正四 面体 的 六 条 棱 都 相 切 , 若 正 四 
面体 的 模 长 为 a, 则 这 个 球 的 体积 是 

12. 已 如 AABC 的 三 边 长 分 别 为 4,5,6， EHRE HER 0 的 一 个 大 图 ,PP 为 球 
面 上 一 点 , 车 点 P H SABC 三 个 顶点 的 距离 都 相等 , P| = BRR P— ABC 的 体积 为 


2003 湖南 省 高 中 数学 竟 赛 试题 ) 底面 边 长 为 4 的 正三 楼 柱 被 不 

平行 于 底面 的 平面 所 裁 , 其 中 一 块 的 形状 如 图 10-16 所 未 ,剩余 的 三 条 < 
ике A As sha .hs ЖАА л ВФК BFK ROLF E ” 
体积 为 __. ” 

14. 设 四 面体 ABCD 的 体积 为 V,E 为 楼 AD HP A. F & AB 的 
ика E.R BF = AB. 过 C,E,FF 三 点 的 平面 交 BD 于 G, 则 四 面体 X 
CDGE 的 体积 为 — 

15. 一 个 球 外 接 于 四 面体 ABCD , 另 一 个 半径 为 1 的 球 与 平面 ABC 


M 10-16 


ча 


MH, R B ИТА D. 已 如 AD = 3,05 ВАС =  ,cosZBAD = сох САР 
则 四 面体 ABCD 的 体积 等 于 __. 

16. 连接 正 多 面体 各 个 面 的 中 心得 到 一 个 新 的 正 多 面体 ,我 们 将 这 个 新 的 正 多 面体 
为 原 多 面体 的 正 子 体 . -DEFEKT 的 表面 积 S, = 6, 它 的 正 子 体 为 Ti, 表面积 为 Т, 
的 正 子 体 为 Ti RERA So DEFER n PEFR T. 的 表面 积 为 S， 则 lim(S 
+5 + +5 = ___ 


三 、 解 答题 


17, (2001 年 湖南 省 高 中 数学 况 赛 试题 ) 如 图 10-17, 已 知 四 棱锥 也 一 ABCD 的 底面 是 
过 长 为 4 的 正方 形 ,PD | 底面 ABCD. 设 PD = 6.M.N 分 别 为 PB、AB 的 中 点 . 
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(D REIRE P— DMN 的 体积 ; 

(2) RIHA M 一 DN 一 C 的 正切 值 . 

18. 在 四 面体 ABCD 中 ,这 楼 AD .BC f P A K.N 作 平面 ,分 
别 交 CD + М,Ж AB + L. Ë 

(урм, MC = AL : LB; 

(2)Snuv = Sanus. 

19, (2005 年 莫斯科 大 学 入 学 试题) 已 知 四 面体 A 一 BCD 的 三 m 10-17 
HRH K 93 AB = 3,AC = 5.Вр 一 7,M、N 分 别 是 棱 AB 和 CD 
的 中 点 , 且 MN = 2. 直线 AB 5 AC.BD.MN 所 成 的 角 都 相等 , 求 四 面体 4 一 BCD 的 体 
Ж. 


20, 一 个 球 内 切 于 正三 棱锥 ,已 知 棱锥 的 侧面 与 底面 所 成 的 角 为 a 一 村, 试 求 楼 局 的 
体积 与 球 的 体积 之 比 . 车模 锥 的 体积 与 球 的 体积 之 比 等 于 我 们 所 求 出 的 值 , 校 锥 的 侧面 
与 底面 所 成 的 角 是 否 一 定 是 对? 


пн SEA EET 


ae RAR 


„Еш 

D 基本 概念 

有 公共 端点 并 且 不 在 同一 平面 内 的 "条 (n" 二 3) 射线 ,以 及 相 邻 两 条 射线 间 的 平面 部 
分 所 组 成 的 图 形 , 叫 微 多 面 角 . 其 中 组 成 多 面 角 的 射线 叫做 多 面 角 的 校 ,这 些 射线 的 公共 
冰点 叫做 多 面 角 的 项 点 , 相 邻 两 条 校 的 平面 部 分 叫做 多 面 角 的 面 , 相 邻 两 条 校 所 组 成 的 
角 叫 做 多 面 角 的 面 角 , 相 邻 两 个 面 所 组 成 的 二 面 角 叫 做 多 面 角 的 二 面 角 . 

多 而 角 按 它 的 面 数 可 分 为 三 面 角 、 四 面 角 、 五 面 角 等 . 若 一 个 多 面 角 在 其 每 一 面 所 在 
平面 的 同一 侧 , 则 这 个 多 面 角 叫 做 凸 多 面 角 ,否则 为 四 多 面 角 . 最 简单 的 凸 多 面 角 是 三 面 
角 , 三 面 角 可 用 表示 它 的 项 点 和 梭 的 字母 来 表示 , 如 图 11 - 11 所 未 的 三 面 角 , 记 作 
8—АВС. 

£ 


P 2 
mut mi-z 

如 图 11 -2, 对 于 任 一 已 知 人 ABC ,在 平面 АВС 外 任 取 一 

f 5 一 ABC. 反 过 来 .在 三 面 角 S 一 ABC 的 每 一 条 楼 上 各 取 
AABC. 所 以 ,三 面 角 与 三 角形 有 一 定 的 联系 ,三 面 角 可 以 看 成 三 角形 在 空间 中 的 推广 ， 
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三 面 角 的 面 角 对 应 于 三 角形 的 角 , 三 角形 的 二 面 角 对 应 于 三 
性 质 ,我 们 可 以 得 到 三 面 角 的 一 些 简单 性 质 . 


个 面 角 相等 , 则 三 个 二 面 角 也 相等 ,反之 亦 成 立 . 
面 角 中 ,车 两 个 面 角 不 相等 , 则 它们 所 对 二 面 角 也 不 相等 , 较 大 的 面 角 所 

对 的 二 面 角 也 较 大 ,反之 亦 成 立 . 

性 质 6 在 两 个 三 面 角 中 

四 车 三 个 面 角 对 应 相等 , 则 这 两 个 三 面 角 相等 ; 

@ 若 三 个 二 面 角 对 应 相等 , 则 这 两 个 三 面 角 相等 ， 

图 若 两 个 二 面 角 及 所 夹 面 角 对 应 相等 , 则 这 两 个 三 面 角 相等 ; 

O 车 两 个 面 角 及 所 夹 二 面 角 对 应 相等 , 则 这 两 个 三 面 角 相等 : 

图 若 两 个 面 角 对 应 相等 ,而 它们 所 夹 的 二 面 角 不 相等 , 则 第 三 个 面 角 也 不 相等 , 较 大 
的 二 面 角 所 对 的 面 角 也 较 大 。 

《3) 三 面 角 的 正弦 定理 ,余弦 定理 

在 三 面 角 S 一 ABC 中 , 记 二 面 角 C- B.A 一 SB C、A 一 SC 一 B 的 平面 角 分 别 为 
ZA. ZB.ZC.ZBSC = а. СА = p.LASB = у. 

正弦 定理 


sina sing _ sin 
sinA sinB — sinC' 


第 一 余弦 定理 
cosfeosy 十 sinfsinycosA， 
созусова + sinysinacosB, 


соза 
cosg 
cosy = cosacosf + sinasinfeosC. 

第 二 余弦 定理 

cosA =— cosBeosC + sinBsinCcosa, 

cos =— cosCeosA + sinCsinAcosp, 

cosC =- cosAcosB + sinAsinBcosy. 

2. 折 本 与 展开 

平面 图 形 经 过 折 准 后 变 成 了 空间 图 形 . 这 时 . 原 图 形 中 的 一 部 分 仍 在 同一 个 半 平 面 
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内 ,组 成 这 部 分 图 形 的 元 素 (点 O 保持 着 原 有 的 数量 及 位 置 关 系 . Ri ЖЕ ШП ХА 
就 是 要 抓 住 这 些 不 变 基 和 不 变 关系 . 

把 一 个 多 而 体 或 旋转 体 的 表 而 (或 它 的 一 部 分 ) 展开 在 同 -- 个 平面 上 , 称 作 多 面体 或 
旋转 体 的 表面 展开 . 涉及 到 几何 体 表面 上 两 点 的 最 短路 程 时 , 常 采用 这 种 手段 . 

折合 和 展开 是 两 个 对 立 的 方面 .它们 都 是 解决 立体 几何 问题 的 一 种 常用 手段 熟练 
掌握 这 两 种 解 是 思路 ,有 利于 培养 思维 的 灵活 性 . 


V aman 


例 1 在 三 面 角 S ABC 中 , 记 二 面 角 C 一 SA 一 B.A 一 SB 一 C.B， SC 一 A 的 平面 角 
H ДА.ДВ.ДС. ВС = a,ZCSA = B.Z ASB = у. RIE: 


sina _ sing _ 
sinA sinB 


分 析 йн C IR fi B) 5 Bi .й RR = fi КАБО ЖЮ Ж. 
证 明 ”如 图 11-3, 在 楼 SA 上 取 一 点 P, 使 SP = 1. 过 点 P 作 PH | ЖШ SBC. ik 


min-4 

过 点 打分 别 作 HM 上 SB.HN | SC. EREHAN М.Л. ЖА РМ.РМ,Щ PM 上 
SB .PN 1 5С. 人 PMH( 或 其 补 角 )、 和 PNH 分 别 为 二 面 角 A 一 SB 一 C,A 一 SC 一 有 的 
平面 角 , 即 和 PMH = LBA 11-30) R LPMH 一 x 一 一 B( 如 图 14-3(2))CPNH 
= ZC. ЖЯ ZPSM ZL PSN = B. Kit НН. BH 

РН = PMsinB = SPsinysinB = хіпухіпВ. 
在 RtAPNH # RA PNS 中 , 同 理 可 得 
PH = singsinC. 


于 是 ,sinysinB = singsinc 即兴 
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同 理 可 证 


sine „ йай _ s 
kI sinB 


评注 (|) 点 在 平面 SBC 上 的 射影 月 可 能 在 ВС 内 ,也 可 能 在 BSC Ih, R 
它们 对 证 明 的 结果 没有 影响 ,但 这 两 种 可 能 都 是 存在 的 ,应 予以 考虑 . D 由 于 我 们 要 
证 明 的 是 角 的 三 角 函 数 关 系 ,PH 起 到 了 重要 的 桥梁 作用 

#2 如 图 11-4, 在 三 面 角 S--ABC 中 ,SD 是 人 ASB 的 平分 
线 ,SE 是 人 ASC 的 平分 线 ,SF 是 Z BSC 的 平分 线 , 且 SD | SE. 
求证 :SF | SD.SF | SE. 

分 析 ”注意 到 角 平 分 线 的 性 质 和 向 量 加 法 的 几何 意义 ,本 题 
可 考虑 用 向 量 法 证 明 . 

证 明 ЫБА БИ ЭЕ Ше, ves ces е +e. 4 
еее Бе НЕ ДАЅВ. САС. ВС 的 平分 线 SD .SE、 
SF 上, 

因为 SD | SF ,所 以 (e +e) + (e +e) =0 

从 而 ,(e te) (e е) тете нее +е ћете = е е+е е te + 
ео (е Бе) бе фе) = 0. 

Ж SD 1 SF. 

同 理 可 证 SE | SF. 

评注 “村 用 向 重 证 明 两 条 直线 是 一 种 常用 的 基本 方法 . 在 上 面 的 证 明 过 程 , 为 了 应 
用 素 件 (e е) + Ce, +e) 一 0 我 们 将 (el He) + Ces e) MAR PH ef t т е К 
MIAME THERM AN th. 

例 3 在 三 面 角 S 一 ABC 中 ,SD 是 面 角 BSC 的 平分 线 ,求证 : 


W # ZASD < ZM 7 (ZASB + ZASC) > ZASD; 


(2) # ZASD = $ WI /А5В + CASC) = LASD: 


(3) # ZASD > Z WL ZASB + LASC) < ZASD. 
分 析 ”根据 题目 的 特点 ,可 考虑 应 用 三 面 角 的 性 质 来 证 明 . 
证 明 (D 当 人 ASD 一 各 时 ,扩展 面 ASD, 如 阁 ]1 -5, 并 在 这 个 平面 内 作 Ар, 


AASD = (АЮ, ZASA’ < x. 
在 三 面 角 5- ABD 和 三 面 角 S ACD 中 ,人 ASD = ZA'SD,ZBSD 


r: 


面 角 A 一 SD 一 B = 二 面 角 A'—SD—C, 由 性 质 5Q 知 、 
ДАЗВ = ZA'S 

TE — mi 5—АА'С 中 ,由 性 质 1 得 
LASC + ZA'SC > LASA’ = 2ZASD, 


#TCZASB + ZASC) > ZASD. 


(2) м ZASD 


£ 时 ,扩展 面 ASD ,并 在 这 个 平面 内 作 


LA'SD, 合 ~A'SD = ZASD , ¥ ZASA' = x, HR} ASA” Ж 图 11-5 

为 一 条 直线 . 仿 上 可 证 得 三 面 角 S 一 ABD 与 三 面 角 S- A'CD 

相等 ,从 而 有 ZASB = ZA'SC. Ш ZASC + ZA'SC = я, ZASC+ ZASB = x, F 
是 


САВ + ZASC) = ZASD. 


(3) м LASD > 至 时 ,扩展 面 ASD, 并 在 这 个 平面 内 作 人 A'SD, 使 ZA'SD = 


ZASD,W ZASD + £ A'SD > т. 

由 性 质 5 四 得 ZASB = ZA'SC. {ЕТШ fa S—AA'C th, ZASA’ = 2n —2ZASD. 
义 由 性 质 2,4 

ZASC + LA'SC + ZASA < 2w， 

BJ ZASC + ZASB + 2x —2⁄ASD < 2x, 


1 CZASB + ZASC) < ZASD. 


评注 在 三 个 小 是 中 ,都 宫 要 扩展 面 ASD ,并 在 此 平面 内 作 人 A'SD = LASD, 根 
据 两 个 三 面 角 相等 ,得 到 /ASB 一 人 A'SC ,然后 利用 性 质 1 得 到 结论 

例 4 如 图 11-6, 把 长 为 4, 宽 为 3 的 长 方形 ABCD 沿 对 角 线 AC 折 成 直 二 面 角 , 求 
折合 后 B.D 两 点 间 的 距离 . 


с 


5 د 


图 11-6 
分 析 ”将 问题 转化 为 平面 几何 问题 .把 BD 置 于 某 一 可 解 三 角形 中 ,这 时 就 需要 作 
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ает нло таљ Ш 
ий. 另外 , 求 B.D 两 点 间 的 距离 ,最 容易 联想 到 的 便 是 异 面 直线 上 两 点 问 的 距离 公 
z. 
解法 1 在 平面 疼 和 直观 图 中 分 别 作 BE i АС. Фа EJE DE. 
在 直观 图 中 ,因为 面 ABC | 面 ACD.BE | AC, 所 以 BE 1 面 ACD. 从 而 BE 1 DE. 
在 平面 图 中 ,由 面积 关系 ,得 


BE = 


在 RUAADC tH cos ZCAD = 4D 
AC 
在 人 ADE 中 ,由 余弦 定理 ,得 
DE: = АЕ? + АР? — 2AE • ADcosZ CAD. 
= (AB: — BE?) + AD: — 2 — BET . ADcosZCAD 


解法 2 企 直观 图 中 .分 别 作 BE | AC.DF | AC. É W| EF. 显然 ,B.D 分 别 
是 异 面 直 线 BE 和 DF 上 的 点 . 

因为 BE AC. 所 以 BE 1 面 ACD. 则 BE 
为 90", 朋 它们 的 距离 为 线段 EF HK. 


因为 BE = DF 


DF , 故 异 面 直线 BE 和 DF 所 成 的 角 


1204 — EF = АС — 2AE = АС — 2 МАВ ВЕТ -5 


.所 以 BD: = ЕЕ + BE: + РЕ? 一 2BE，DFeox90" = 


评注 。 当 折 成 的 二 面 角 不 是 直 二 面 角 时 ,以 上 两 种 方法 仍 迁 用- 
例 5 如 图 11-70). 在 Ri 人 ACB 中 .AC = 2.BC = 3.P 为 斜 边 AB 上 一 点 . 现 沿 
CP 将 此 直角 二 角形 折 成 直 二 面 角 己 一 AC 一 B, 当 AB = fT fa Р--АС—В@ X 


А. 


分 析 ”首先 会 想到 确定 二 面 角 Р AC—B AFH. 


还 需 先 确定 己 点 的 位 置 . 
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mus 
为 了 确定 P 点 的 位 置 , 可 引入 线段 参数 (AP 或 BP), 也 可 以 引入 角 参 数 ( 人 ACP 或 
ВСР) ,然后 利用 АВ = V7 建立 关于 这 个 参数 (线段 或 角 ) 的 方程 . 
当 己 点 的 位 置 确定 后 ,再 根据 三 重 线 定理 作出 这 个 二 面 角 的 平面 角 , 另外 ,本 题 还 可 
以 利用 面积 射影 公式 求 二 面 角 PAC B 的 大 小 . 
解法 1 B ВСР 一 0. 如 图 11-7(2), 过 点 B8 作 BD | СР. ER Р.Я АСР 
| W BCP, 得 BD 上 平面 ACP, 从 而 BD 1 AD. 
如 图 11-7(1),BD = 3sing,CD = 3созб. 在 AACD 中 ,由 余弦 它 理 ,得 
AD: = AC: + CD? — 2AC + СРсох‹90° — 0) 
= 4 十 gcosg 一 2 。2 。3cosg * sing 
= 4 + 9cos*8 — 6sin26, 
如 图 11 -7(2), 在 RtAADB 中 ,有 
AD: + BD’ = AB? , MÛ 4 + 9cos 8 — бкіп'0 + кіп? = 7, 
亦 即 sin20 一 1, 所 以 9 = 45°, 


在 ДАВС 中 ,由 余弦 定理 ,得 cos 人 ACB 一 去, 即 ZACB = 607. 


FER 11-7(2) 中 ,过 DD 作 DE LAC ERX E JEK BE , 则 由 三 垂 线 定理 ,得 BE L 
АС. Z BED hk = di fh P — AC — B HF hith. 


在 RIABDE 中 ,BD = 3sin45* = ÊY, BE = зыпво" = SYS w sin BED = ВО = 


Ж ZBED = arcsin Ê. 
解法 2 如 图 11-8(1), 作 AD | CP, 分 别 交 BC CP T D.E.W AE 1 Ж ВСР. 
同 解法 1, 得 人 ACE = ZDCE = 15", / DCF = 607,80 DE = СЕ = 2соз45° = /2, 
Ср = СА = $, 
如 图 11 -8(2), 过 点 E 作 EF | АС. Фа Р.Ж DF Mt #88 DF 上 
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用 11-8 
АС, 人 EFD 为 二 面 角 P 一 AC 一 B 的 平面 角 . 


在 RIADEF 中 ,DE = /Z,DF = CDsin60 一 VY3. 所 以 sin 人 EFD = рур = Уу 


ДЕЕР = arcsin £ 


解法 3 如 图 11-9, 过 点 B 作 BD | CP EE D.W BD | 及 
平面 ACP ,从 而 ЛАВС EPH ACP 上 的 射影 是 AACD. 

设 二 面 角 P 一 AC 一 B 的 大 小 为 a. 

同 解法 1, 得 CACD = 45". ZACH = 60", 则 CD = BCcos45” _ 


{5 
= و‎ Ani т!-9 


Sawo = ТАС + CDsin45" = 
Sawo = +AC + CDsintS 


i 
Saa = ТАС. BCsinto = 24% 
Saaw ZAC ВС хіпбо' 2 


М cosa = AEP — УЙ „ра = arccos E, 

评注 《1) 本 是 通过 引入 角 参 数 ,为 我 们 提供 了 利用 三 角 方 法 确定 р 点 位 置 的 条 
件 , (有 |) 前 两 种 解法 都 是 作出 了 二 面 角形 一 AC 一 已 的 平面 角 ,但 却 不 相同 ,读者 应 认真 体 
会 ;解法 3 运用 面积 射影 公式 ,回避 了 作 二 面 角 的 平面 角 , (前 ) 当 我 们 求 得 CACP = 
人 BCP = 45 后 ,也 可 以 利用 三 面 角 的 余 纺 公式 求 人 ACB HAR. 

例 6 正六 边 形 ABCDEF 的 边 长 为 4a, 将 此 正六 边 形 沿 对 角 线 AD 折 成 二 面 角 
M 一 AD 一 N. 问 当 二 面 角 М AD 一 N 的 大 小 为 多 少时 .CF 与 AD 所 成 的 角 为 45"? 并 求 
这 时 三 棱锥 F—CDE 的 体积 . 

分 析 ”如 赂 11-10(])、(2) ,将 直观 图 与 平面 图 形 对 照 , 折 登 后 仍 有 Bo | AD.GG 上 
AD „ВД Z EGC 为 二 面 角 M 一 AD 一 NN 的 平面 角 . 因为 EF // AD ,所 以 人 CFE 为 直线 FC 
与 AD 所 成 的 角 , 问 题 等 价 于 当 人 CFE = 45* 时 , 求 BGC 的 大 小 和 锥 F 一 CDE 的 
体积 。 
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5-6 


тиз 
解 ” 在 图 11-10(1) 中 ,连接 CE 交 AD 于 G, 则 EG | AD.GG | AD. 在 图 11-10(2) 
中 , 仍 有 В; 上 AD.GG | Ар. ЕСС 为 二 面 角 M 一 AD 一 N 的 平面 角 . 
又 FE // AD ,所 以 ДРЕС 为 直线 FC 与 AD 所 成 的 角 , 即 人 FEC = 45°, 
МАР 上 平面 EGC, 所 以 FE 江平 而 EGC. 从 而 FE | EC. 


@ Б; = EF 


= a, Sh BG = (CG = 


ARKE. 


cosZ EGC = 
HJ ZEGC = arccos} 


Җ EF = Ер = а, Z DEF = 120", 所 以 DF = /3a. ñj ЕС? = 
а. ACDF 为 直角 三 角形 
过 点 E 作 EH L PM CDF. KEY Н. Bh EF = ED = ЕС = ,所 以 及 为 ACDF 


E? + ЕЕ? = 24° ,CD 


的 外 心 , 即 H 9; ЕШ DF 的 中 点 , 且 EH = VEF ЕН? = 


ШУ, om = 


pr * EH 


和 

评注 解答 折 生 问题 ,可 将 折合 前 ,后 的 平面 图 形 与 立体 图 形 放 在 一 起 进行 对 照 \ 有 
利于 发 现 它们 的 不 变 因素 

@7 ШЕУ ABC BINE BIA МКК 8. Fî A (ЕТЕУ VB VC 
分 别 交 于 DERRE ЛАРЕ 周 长 的 最 小 值 . 

解 ИИБ VA 将 正二 校 V 一 ABC 如 图 11 - 11(1) 表面 剪 开 , 其 展开 图 如 图 11 - 
11(2) 所 示 , 当 且 仅 当 点 D.E ERE AA’ 上 时 ,AADE 的 周 长 最 小 . 

Ш ZAVB = /ВУС 3 
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mE 
a= Á 


mun 
在 AVBC h, h RAE. 


X 
>| 
x 


所 以 cos Z AVA” = cos3e = 4cos'a — 3cosa = 

在 AAVA 中 ,由 余弦 定理 ,得 

АА' = WATTVAT AVA VA Toa = fe: + 8 =2 x 8 xX 8 x үк = N. 

故 截面 AADE 的 周 长 的 最 小 值 为 11. 

评注 。 对 于 几何 体 表面 上 两 点 距离 的 最 小 值 问题 ,往往 通过 形 开 图 ,转化 为 平面 几 
何 问题 来 解决 . 

例 8 = A— BCD 满足 下 列 两 个 条 件 : 

DZDAB + Z ВАС + ZCAD = 90°; 

@ ¿ADB = ZBDC = ZCDA = 90°. 

Fi cos70° = 0, 3420, 试 证 :二 面 角 A 一 BC 一 D KF 70". 

分 析 ”容易 作出 二 面 角 A 一 BC 一 DD 的 平面 角 , 但 要 证 明 它 大 于 70", 根 据 余弦 函数 的 
单调 性 ,就 需要 证 明 它 的 余 喜 值 小 于 0. 3420. 注意 到 已 知 条 件 中 角 的 特殊 性 ,我 们 可 以 把 
三 棱锥 的 四 个 面 懂 开 在 同 -平面 上 ,然后 寻找 各 条 校长 的 关系 . 

EM АР = r.BD = a,CD 一 少将 三 棱锥 A— BCD Ht AD. BD .CD YH. 
后 将 AADB . AADC AMÊ AB AC 部 展开 在 ДАВС 所 在 平面 内 (如 图 11 -12), 得 五 边 
形 ADBCD”. 

hAm ZDAD’ = ZDAB + ZBAC + ZCAD = 

延长 DB.D'C ТЕ, W ADED" 为 正方 形 , 且 ВЕ 
VEFE. 

在 RtABEC 中 ,有 BC: = ВЕ? + СЕЗ.) 


0”,Ар' = Ар 
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ни 
а + = (ау +r 
Wi 1 = ать 
£= W A -BCD 中 ,过 DD 作 DH 1 ВС.ЖЊ АН, AH 1 ВС. ZAHD 为 二 
面 角 A—BC—D 的 平面 角 .。 
DH 


ep = РН 
їе ДАНО = 0.90 созд = ©. 


在 RIABDC 中 ,DH = ËP CD 


= + < 0.3420 = соз70°. 


因为 y = сок tE (0.2) Е.Я O > 70", 即 二 面 角 A 一 BC 一 DD KF 70°, 
z 


评注 利用 展开 图 研究 多 面体 的 有 关 性 质 ,是 把 空间 图 形 转化 为 平面 图 形 的 一 种 重 
要 途径 ,本 题 由 已 知 条 件 中 角 的 特殊 关系 ,联想 到 展开 图 为 正方 形 . 


WE REAR 


思考 题 1 如 图 11 - 13, 从 已 点 出 发 的 三 条 射线 PA .PB .PC 两 两 所 成 的 角 分 别 为 
ДАРВ = a, Z BPC = В. ZCPA = y. RR: 

(DPC 与 平面 PAB 所 成 的 角 0; 

(2) 二 面 角 A 一 PC 一 B 的 余弦 值 . 
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解 (1) 如 图 11-13, 在 射线 PC 上 取 一 点 M, 使 PM = 1, 过 
M 作 MH | FR PAB, ER % H. tt H SFE HD L PA HE 1 
PB , 垂 足 分 别 为 D.E, 连 接 MD、ME, 则 MD | PA,ME 1 РВ, 

在 RtAMDP 中 ,PD = PMcos 人 CPA 

ДЕ КАМЕР 中 ,PE = PMcosZ BPC = сохр. 

于 是 ,在 APDE фп, 

DE: = PD: + PE: — 2PD + PEcosZe 

= cos’ y + сох B — 2cosycosñtosa, 

因为 HD | PA,HE | PB, 所 以 四 边 形 PDHE 为 加 内 接 四 
Ш.Н PH JW) H. 

在 APDE 中 ,由 正弦 定理 .得 


在 RUAMHP 中 ,eosZMPH = ÈH = PH 所 以 有 


cosg = DE _ Уо” PF cos y — Zeosocosfeosy 
sina 


sina 


сота соту ~ De 


故 直线 PC 与 平面 PAB 所 成 角 为 9 — arccos У эе 


(2) 过 点 M 分 别 在 平面 PAC 和 平面 PBC 内 作 PC MER, РА F A, 3% PB 
+ B... WJ ZA,MB, 为 二 面 角 A 一 PC 一 已 的 平面 角 . 


在 RIAPMA, 中 ,MA = tany, РА, = Ls 


созу 


在 RIAPMB, 中 ,MB, = tang,PB, = |. 


oeosy 


在 APA, 中 ,由 余弦 定理 ,得 
ABÎ = PAi + PBI — 2PA, + PB, соха 


11 2соѕа 
cosy соў В cosñcosy" 
在 AMAB: 中 .由 余弦 定理 ,得 
МАЇ + МВЇ — A: Bi 


cosZA,MB, = 


1 


Я ap- la- +2 a 
+ np р osy 3 
2tanfany 
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z+ e 
созжозу 
?тапйапу 


cosfeosy 
Siny ` 

评注 本题 入 手 较 容易 ,在 作出 直线 与 平面 所 成 的 角 和 二 面 角 的 平面 角 后 ,关键 是 
多 次 利用 余弦 定理 解 三 角形 . 

思考 题 2 如 图 11-1401),G 为 全 ABC 的 重心 ,月 点 G 在 人 ABC 内 ,D.E、F 分 别 是 
BC .AC AB 的 中 点 ，- 个 以 C 为 圆心 的 园 交 DE + P .Q.% EF FRS Z FD T T V.R 
ЖСР = CQ = AR = AS = BT = BV. 

分 析 。 这 是 一 个 平面 凡 何 问题 .如 果 注 意 到 P.Q.R.S.T.V 都 是 OG 上 的 点 , 则 加 
心 局 到 这 六 个 点 距离 都 相等 . 若 将 人 CDE .AAEF .ABFD 分 别 沿 DE EF ,FD 折 起 ,使 


关系 得 到 证 明 . 


点 , 便 可 根据 斜 线 与 射 


тинн 

证 明 如 图 11-14(1), 册 于 重心 G 在 人 ABC 内 ,所 以 人 ABC 为 锐角 三 角形 . 这 时 ， 
将 ACDE .AAEF ,人 BFD 分 别 沿 DE EF ,FD 折 权 起 来 .得 四 面体 M 一 DEF ,如 图 11 - 
14(2) 所 示 ,其 中 M 就 是 AABC 的 三 个 顶点 的 汇集 点 

在 图 11 - 14(1) 中 ,连接 OG РЕТКОМ OG | DE. 在 折 闪 后 的 图 11- 14(2) p, 
仍然 有 MK 1 DE,GK | DE ,因此 DE | 平面 MGK ,于 是 MG 1 DE. 同 理 可 证 MG L 
EF ,MG | FD. 所 以 MG 上 底面 DEF, 故 M 和 加 G 是 一 个 直 圆锥 的 顶点 和 底面 、 

和 由 于 贺 锥 的 母线 长 相等 ,所 以 有 

МР = MQ = MR = MS = MT = MV. 
但 在 折 登 过 程 中 ,有 
МР 一 


PMQ = CQ.MR = AR. 
S.MT = BT,MV = BV. 
ЖСР = OQ = AR = AS = BT = BV. 
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证 明 Жжж. ША B ЖК КЖЕ Л. S РТ REK. 


同步 检测 11 
一 、 选 择 题 
1 下列 各 组 中 的 三 个 角 中 ,能 构成 一 个 三 面 角 的 三 个 面 角 的 是 … эзе; C 
А. 45°,65°,120°° В, 75°,457,90° C. 82°,56°,26° 0, 130°,120°,116° 
RPh SABC 所 在 平面 外 一 点 , 且 PA | FF ABC, /ВАС 与 人 BPC 的 关系 
€) 


А. ZBAC > ВРС В. ZBAC = ZBPC 
C. LBAC < ZBPC D. 不 能 确定 
3 正四 面体 ABCD Ж AB 与 面 BCD 所 成 角 的 正弦 值 等 于 


ê 

3 3 

4. 在 三 面 角 S—ABC 中 ,LASC = ZBSC = 457, ZASB = 60", M| 

A .SC 一 日 的 平面 角 为 
A. 45° B. 60° С. 90° 

5. fB 11-15,6 EF Ж GGG # ..E.F # BJ 8 G;G, А 

APAD 是 局 | 把 这 个 正方 形 折 成 一 

个 四 面体 ,使 6 点 重合 ,重合 后 的 点 记 为 G. 那么 ,在 四 而 

€ 


в. с 


А. Sû | ЖЕРС В. SD | 8 

©. GF 1 W SEF Р. GD | Ñ SEF 
6. 001-16. ДАВС Ф. ZACB = 90°, ZB = 30°,АС = 
2.M EAB 的 中 点 .将 人 ACM 沿 CM 新 起 ,使 A、 避 两 点 间 的 距离 为 
2V2, 则 此 时 三 楼 维 A 一 BCM 的 体积 等 于 … Tap 


7. 在 长 方形 ABCD 中 .AB = 4,AD = 3. 沿 对 角 线 BD 将 81-26 
AARD 折 起 到 A'BD 的 位 置 ,使 得 点 A & F E BCD 上 的 射影 〇 恰好 在 线段 CD 上 , 则 二 
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ЖА A -BD—C 的 余弦 值 为 


2 1 
А вз 


8. 如 图 11- 17, 在 直角 宰 形 SBCD 中 ,人 SBC = 人 BCD 5 с 
90°,A A Kk SB 的 中 点 , 且 AB = BC = CD = а. # ASAD Ж 
AD FRE {kt SA | AB ,连接 SB .SC, 这 点 入 作 平面 与 SC ER, 
分 别 交 SB ,SC ,SD + E.F.G, Rii S—AEFG HERH s B 
1 } en- 


二 、 填 空 是 


9. 在 三 面 角 S_ ABC 中 ,人 ASB = 90°, ZBSC = 60",LCSA = 45°. Æ SC 上 一 点 
P. SP = 1, 则 点 尸 到 平面 ASB HER A 
10. 边 长 为 2 的 正方 形 ABCD Ф, E RAB AHA. ЯЙ 
AADE.ABCE % Rl # CE DE 折 起 ,使 AE WBE #Ф.Ч@й—1, 

四 面体 , 则 此 四 面体 的 体积 是 — 

1. жш 11-18, # Ж 4 ABCD—A,B,C,D, 的 校长 为 2, 忆 是 
面 对 角 线 BC， 上 一 动 点 \Q 是 底面 ABCD 上 一 动 点 , 则 D, P + PQ 
的 最 小 值 是 . ^ B 

12， 如 图 11 - 19, £ $ W 8 ABCD 中 ,AB = 2CD = 2, 
ОАВ = 60",E 为 AB 的 中 点 .将 ЛАРЕ 和 ABCE 分 别 治 DE、 
CE 折 起 ,使 A\ 日 重合 于 尸 点 , 则 三 棱锥 P 一 CDE 的 外 接 球 的 体积 为 

13. 已 知 RtAABC Hit AB 上 的 高 为 CD, 沿 CD 将 三 角形 折 成 一 个 直 二 面 角 


A 一 CD 一 局, 此 时 ZACB Фа» T. ZACD 的 度数 为 
14， 二 面 角 a 一 /一 有 的 平面 角 为 120", 在 半 平 面 a 内 ,AB Ll RR N BAB ~ BEF 
平面 内 ,CD 11.88 A D. ACD = 3. 着 BD 二 1,M 是 校 ! 上 € 


的 一 个 动 点 , 则 AM 十 CM 的 最 小 值 为 
15. ё В P-ABC RAP 处 的 三 个 面 角 均 为 60"，,， 


D, 


в 
A 3 = 
атш # 3M bY 21. Яй 4 = t 8 % fk ft Ë B 11-19 
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16. 01811-19, 5 Ж 35 a ЕИ S p 5 B 5 # 9 . P. 
治 图 中 的 线 折 成 一 个 正三 楼 锥 , 则 这 个 正三 棱锥 的 体积 为 


三 、 解 答题 


17. 如 果 三 面 角 有 两 个 面 互相 垂直 ,那么 委 丰 于 任 一 条 楼 的 截面 z 
都 是 直角 三 角形 . 图 11-19 

18. i ЮЖ ЛАВС 的 边 BC 上 一 点 ,把 AACD š AD 折 起 ,使 C 点 所 处 的 新 位 置 C” 
在 平面 ABD 上 的 射影 H 恰好 在 AB k. 

《1) 求证 :CD 5 f. B ABD 和 平面 AHC' 所 成 的 两 个 角 之 和 不 可 能 超过 90 

(2) # 人 BAC 一 90", 二 面 角 C" 一 AD 一 月 为 60", 试 求 BAD Еа. 

19. 证明 :车 对 于 任意 三 面 角 V 一 ABC 和 过 顶点 V 的 任 一 直线 VO, Ф AVO 与 


BVC ,平面 BVO 与 CVA .平面 CVO $ BVA 的 交 线 分 别 为 VX VY VZ. АМС ВҮХ 


т 


inZ XVC ` 
sinZCVY , sing AVZ _ 
sinZYVA ` ып ZVB 
20， 在 四 面体 S 一 ABC 中 ,SA = BC = a, SB = СА = b, SC = AB = (, 求 四 面体 


S—ABC 的 体积 . 


147 


第 32 讲 最 值 与 不 等 式 


>e 知识 点 金 


1. 最 值 问题 

立体 几何 最 值 问题 是 高 中 数学 竞赛 中 的 一 个 热点 ,其 求解 策略 主要 有 以 下 几 种 ， 

《1) 转化 为 两 数 的 最 值 问题 

有 些 立 体 几何 最 值 同 题 ,通过 引入 线 参 数 或 朋 参 数 ,可 以 建立 关于 这 些 变 量 的 两 数 
关系 ,转化 为 函数 的 最 值 问 是 来 解决 . 

(2) 利用 重要 不 等 式 

有 些 立 体 儿 何 最 值 问 题 . 簿 要 引入 多 变 年 建立 数学 模型 ,然后 利用 均值 不 等 式 或 何 
西 木 等 式 求 其 最 值 . 

(3) 利用 几何 方法 

对 于 某 些 空间 图 形 的 最 值 问题 ,往往 需要 借助 于 纯 几何 方法 来 解决 . 

2. 不 等 式 问题 

立体 几何 中 的 不 等 式 问题 以 其 直观 ,简捷 的 陈述 和 创造 性 的 思维 方法 而 引 人 人 胜 . 
下 面 介绍 几 种 证 明 立 体 几 何不 等 式 的 方法 和 技巧 - 

(1) 化 归 为 平面 儿 何 问题 

在 证 明 立 体 几何 中 的 不 等 式 时 , 若 能 结合 题目 条 件 或 结论 的 特征 ,寻找 或 者 确定 一 
个 数量 关系 比较 集中 的 平面 ,逐步 将 题目 的 其 他 条 件 向 该 平面 转移 , 从 而 将 空间 不 等 式 
的 问题 化 归 为 平面 问题 . 即 可 迅速 获 证 . 

(2) 运用 空间 度量 公式 

空间 度量 公式 包括 各 种 体 公式 ,四 血 体 的 正 弦 定理 ,余弦 定理 .射影 公 式 等 . 在 证 明 
空间 不 等 式 时 ,车 能 灵活 运用 度量 公式 .常会 发 现 几何 量 之 间 的 数值 关系 ,再 结合 不 等 式 
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+ 
h 
i 


的 处 理 使 问题 获 证 . 

(3) 构造 辅助 图 形 

针对 题目 的 特点 .车 能 通过 分 剂 与 补 形 等 方式 ,构造 出 一 种 简单 直观 的 几何 体 ,以 使 
空间 不 等 式 所 揭示 的 数量 关系 直观 化 , 常 可 使 问题 获得 简单 的 证 明 . 


г HABE 


例 1 如 图 12-1, 圆 锥 的 轴 截 面 SAB EFEN fh = AE Р 
线 长 为 24,P.Q 分 别 是 底面 加 周 上 和 加 内 的 动 点 .0 为 底面 圆 的 圆 
Ф.Н OQ | РО. 又 EE 是 母线 SP 的 中 点 ,下 是 0) 点 在 SQ 上 的 射影 . 

《1) 求证 :OF | 平面 SPQ; 

(D RERE S—OEF 体积 的 最 大 值 . 

分 析 ”第 (1) 小 题 容易 证 明 . 对 于 第 (2) 小 题 ,由 (1) 的 结论 
MOF | 平面 SEF ,容易 想到 ,将 求 三 校 色 S— OEF 的 体积 转化 为 
2 F 的 形状 如 何 ? 它 的 面 
积 如 何 求 锥 的 高 OF 又 如 何 来 确 和 给 我 们 带 来 了 一 系列 不 大 好 解决 的 问题 , 退 
一 步 .发 现 是 中 的 轴 截 面 为 等 腰 直 角 三 角形 这 一 条 件 还 未 用 到 . 事实 上 ,ASOP 也 是 等 腰 


直角 三 角形 ,从 而 OE | SP.H OE 


OF |EF, 故 SP 1 平面 OEF, 即 SE | 平面 OEF. 可 见 .应 直接 求 三 棱锥 S—OEF 的 体 
积 , 且 底面 AOEF 为 直角 三 角形 (LOFE = 90°), П.Й OE 的 长 为 定 值 ,高 SE 亦 为 定 什 
qa, 所 以 可 考虑 用 均值 不 等 式 求 体积 的 最 大 值 . 当然 ,本 题 也 可 以 选择 恰当 的 变量 ,转化 为 
函数 的 数值 问题 来 解决. 

м (DNF BO EE SQ 上 的 射影 .所 以 OF 1 SQ. 

X SO | 底面 图 0, 所 以 PQ 1 SO. 

由 题 设 知 PQ 1 OQ ,所 以 PQ 上 平面 SOQ. 

从 而 PQ 1 OF. 

X SQ ПРО = Q. 所 以 OF 上 平面 SPQ. 

(2)[ 方 法 1] WH ASAB ВТАА, OS = OP = 2a. 

M E HSP 的 中 点 ,所 以 OE L SP.A OE = SE 

由 (1) 知 OF 上 平面 SPQ .所 以 OF | 

从 而 SP 1 FH OEF H OF? + EF: = ОЕ 


1912-1 


TSP = а. xh OF 1 Pii SPQ 知 ,OF | SP, 且 
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„ый 
3 


MHIO OF = EF . 即 AOFE 为 等 腰 直 角 一 角形 时 ,上 式 取 等 号 , 即 Ves 的 最 大 
ts 
AT. 
[方法 21 同方 法 1, 得 SP | 平面 OEF,OF | EF, H OE = a. 
设 ZEDF = 0, EF = asin6.OF = acosg, 有 


poi „+ 5Е — 1.1ЕР.ОР. 
Vs жк = уб, SE = + ° EF + OF га 


asinê + acosg * a 


= asin < ha? 
12710006 тт". 


当 且 仅 当 sin20 = 1.000 = E 时 ,上 式 取 等 号 , 
1 


WV. cer dma = 


评注 Жа Жы 5—ОЕЕ 体积 的 最 大 值 时 ,主要 应 用 了 均值 不 等 式 和 三 角 函 
履 的 有 界 性 ,但 关键 是 确定 Wu s. 

92 ШМ 12-2, IRIE S- ABCD 的 底面 是 平行 四 边 形 ,过 
顶点 A RW SC 的 中 点 K 作 一 平面 分 别 交 楼 SB .SD 于 点 M、 
т 的 最 大 值 和 最 小 人 


分 析 ”由 于 是 求 两 个 四 校 锥 体积 之 比 的 最 大 值 和 最 小 值 , 所 
以 可 考虑 引入 两 个 参数 . 又 因 为 体积 比 可 转化 为 线段 比 ,所 以 可 
考虑 引 和 线段 比 作为 参数 ,然后 根据 体积 
方程 ,从 而 可 将 … 个 参数 用 另 一 个 参数 表示 
锥 体积 比 转 化 为 其 中 一 个 参数 的 函数 , 通 
R 
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жт 09 # (ñ жи 


SM 


,注意 到 为 SC 的 中 点 , 则 有 


Уз wm +Уз awn _ Vs- wm 4 Vs wow 
Vs- a Е Улм 


MH + 3 = ry + зу. 


= 527. 

0< y < 1P = < 

хосу 0 < gî <1 

Va лаку _ аму + М» мук _ __3т' 

VEE ФУ» = = Gr T 

РЕЗЕ тера з 
d-i 41-309 
F т 


щй. = 2, — 2 n. ses Rim alis. йс 一 1 时 ， 


Vs ло 


Vs auey 
w ee RK Ê. 


лр 

评注 KIPKAR T IARE Яй RK HIE O AR HEE GOL НЕ 4 k 
的 函数 关系 外 ,主要 应 用 了 体积 变 接 ,这 是 一 种 值得 重视 的 解 题 方法 . 

例 3 已 知 一 个 四 面体 中 有 四 条 楼 长 均 为 1, 求 此 四 面体 体积 的 最 大 值 

分 析 ”解答 此 粘 有 两 个 问题 需要 注意 ,一 是 另外 两 条 校长 是 相对 的 ,还 是 相 邻 的 , 因 
此 需要 分 两 种 情况 讨论 . 二 是 另外 两 条 棱 长 不 确定 , 当 它 们 变化 时 ,将 影响 到 四 面体 体积 
的 变化 ,因此 对 于 两 种 情况 都 需要 求 体积 的 极 大 值 ,这 两 个 极 大 值 中 的 最 大 者 , 便 古 我 们 
ик жї. 

# 。” 设 男 外 两 条 酚 长 分 别 为 了 、y. 刘 有 如 下 两 种 情况 : 

CD FF roy 为 相对 觅 楼 长 ,如 图 12-3. 

在 由 面体 P 一 ABC 中 ,不 妨 设 PA = PB = СА = CB = 1,AB р 
, 则 РМ | AB,™ | с 


从 而 MN 上 PC.AB | Fî РСМ.Н MN = 1 一 


Sime + AB = LPC + MN + AB 


^ 


y =a = >=> 
12 3 
2 
= A. 
MAU Wac y= S 时 ,上 式 取 等 号 


ر —4= 


故此 时 V, „ 的 极 大 值 为 总 V5 


(2) # r.y ЭРИШ К. ШЫ 12-4. 
在 四 面体 P-- ABC 中 ,不 妨 设 PA = PB = PC = ВС = 1,AB = 1,AC 一 y,0 为 点 
P FEKÎ SABC 上 的 射影 , 则 OX SABC 的 外 心 , 记 ¿BAC = a MA 


1 " 
20А „Шр ОА = ——. 
Zsina 


sina 


因此 ,PO = УРАТ OA" = aji = 


从 而 Vp ww = 


图 12-4 
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MARS = HE Ay = 2, 即 = y= ER. ERR. 


故此 时 Ve we 的 极 大 值 为 


3 


RADD AERE P 一 ABC HRRK. 


评注 НТЕС 种 情况 ,我 们 通过 作 村 AB 或 PC Фай, ANDHE iTA 
积 关于 zy 的 画 数 关系 , 客 易 想到 用 三 元 均值 不 等 式 未 鞭 最 类 值 . 但 是 ,对 于 第 (2) 种 情 
况 就 比较 复杂 ,还 需 引 入 角 和 参数 ,在 表示 出 高 PO 后 ,又 由 余 纺 定 理 消去 了 这 个 角 参 数 ,最 
后 建立 了 体积 关于 ry 的 函数 关系 , 由 于 这 个 副 数 表达 式 比较 复杂 ,不 易 直 接应 用 均值 
不 等 式 ,我 们 又 回 到 了 服 基本 的 配方 法 AFERA. 

914 设 四 棱锥 M— ABCD 的 底面 是 正方 形 ,县 MA = MD ,MA 1 AB. 如 果 和 AMD 
的 面积 为 1, 试 求 能 放 入 这 个 四 榨 欠 的 最 大 球 的 半径 . 

分 析 ”由 四 棱锥 和 球 的 形体 结构 知 ,应 放 人 的 球 需 与 四 校 的 底面 和 其 中 的 两 个 侧面 
HY. 至 于 如 何 求 最 大 球 的 半径 ,我 们 可 类 比 平面 几何 知识 ,利用 体积 法 求 之 . 

解 如 图 ,因为 AB L AD,AB L AM, 所 以 AB | 平面 М 
МАР. 

过 项 点 M 作 截面 MEF 垂直 于 AD ,分 别 交 AD、BC F E.F. 
由 MA = MD 知 ,E,F 分别 AD、BC 的 中 点 , 则 EF // AB, ñi 
ЕЕ 上 平面 MAD. 因此 ,AMEF 为 直角 三 角形 ,市 是 设 得 

ТЕЕ. МЕ = LAD + ME = 1, 

易 知 , 当 EM = МЕ 时 ,AMEF # Ë X fj Pi YIM. 此 进 ,EF т1?-5 

= ME = /2,MF = 2, 内 切 国 半径 为 
r= JME + EF - MF) = 42-1. 
RA O 到 侧面 MAB MDC 的 距离 为 , 则 


Vu шъ = ASren + Swa + Suwa) «r+ 3 


2 
z, 


因为 Vu ы» = È Saen * ME 


221 
за 


TË, BDZ- D+ 
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故 以 (为 球 心 ,VZ 一 为 半径 的 球 为 能 放 人 此 棱锥 的 最 大 球 . 

评注 RH RAMEF 的 内 切 国 的 半径 后 .还 不 能 断定 它 就 是 放 入 棱锥 最 大 球 的 
半径 ,还 需要 证 明 图 心 O 到 另外 两 个 侧面 MA 有 BE 和 MCD 的 距离 不 小 于 这 个 丰 径 . 否则 ,这 
个 球 过 大 将 无 法 装 入 。 

例 5 (B9 i IMO 试题) 着 一 个 四 面体 恰 有 一 条 校 的 长 大 于 1, 求 证 :这 个 四 面体 的 
HAV <. 

分 析 ”可 考 虚 引 人 线段 参 数 或 角 艰 数 , 利用 不 等 变换 建立 
关于 四面 体 体积 的 不 等 式 ,然后 通过 适当 的 放 缩 , 证 明 V < 1. 
证 法 1 如 网 12-6, 在 四 面体 ABCD 中 ,不 妨 设 AB 是 最 长 


HRE AB > 1, 则 AACD 和 ABCD 的 边 长 都 不 大 于 1. 8 0 
ЯА ААН 上 平面 BCD. EE Н. Е HE 上 BC, BF "У 

| CD REHIA EF. Etk АЕ. МАЕ | ВС. ВС = х. т 

四 面体 ABCD 的 体积 为 Ru 


1 
wo * AH = фае BF + AH 


1 коле 
pre BF + АЕ. 


因为 CE 和 DF 中 至 少 有 -ARAF AACS LAD < 1, 所 以 


当 工 在 L0,1] 内 变化 时 ,有 


Ea 154 


aar 63 1 2) - (2+ m(1— z): < 3. 
故 当 x = 二 1 时 ,x(4 — 1°) 取 最 大 值 3, 因 此 


Е. ИРУ | 

V<g <3" Fg: 
证 法 2 如 图 12-6, 设 ZAEH = 9, 则 四 面体 ABCD 的 体积 为 
TA, 
мет 


Sano * АН = Ñ Sno * AEsinð. 


CD ¥ aE <f 
入 为 最 大 ,因此 


申 于 ABCD 各 边 长 都 不 大 于 1, 所 以 以 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 面 


Samo = -LCD + ВЕ < 
Sawo = CD + ВЕ < 


j = Sao .ABsig < 1.73. У 
ку зло AEsin < + * Ñ 


(2) 5 AE 准时 ,注意 到 5S мо < P ñ AE > mo CD <1. 
又 因为 在 各 边 长 不 大 于 1 的 同 底 三 角形 中 ,以 腰 长 为 1 FIRE = ЛШ РИЙ Ж.Н. 
高 也 最 大 ,因此 只 须 考 虚 当 CD < 1,AC = AD = BC = BD = 1 时 ,该 四 面体 的 体积 是 否 
1 
йү. 
it ZACD = a > 60°, АЕ 
5 


sina, CD = 2cose. 从 而 
мо = Sawn = Sinacosa 


Jsin2e + L (сова — cos3 
= sin2 * sina = Tg (сова — сол3а) 
L 


13'<0560° — cos180°) (By 180° < За < 270° 


1 1 上 
= [z +1) ж 


4AD MV < у. 


例 6 ЕНЕ FEE КОЕН ЭКИ T FE r 的 球 ,求证 ;及 > +1. 


分 析 ”由 于 正四 棱锥 的 高 和 底面 边 长 都 在 变 .因此 可 选择 另外 一 个 参数 ,将 正四 楼 
锥 的 高 和 底面 边 长 用 这 个 参数 来 表示 ,从 而 尺 和 7 也 都 可 以 用 这 个 参数 来 表示 , 为 了 计算 
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上 的 方便 ,可 选择 侧面 与 底面 所 成 的 角 为 参数 . 

证 明 ШР 12-7, ТЕЧЕ S—ABCD 的 底面 边 长 为 a , 
底面 正方 形 的 中 心 为 0, 它 的 外 接 球 球 心 为 0, 、 内 切 球 球 心 为 
,由 对 称 性 知 ,0, „O: 必 在 SO E.H SO 1 底面 ABCD. 

{E O:F J, MT SBC, ER % Е.Ж SF FEKK ВС FE, 
A E X BC 的 中 点 , 且 SE | BC. 


证 SD = А, ZSEO = 0. Br = OF = O0 — un $. д 


图 12 .7 


OO = 一 R.OB = 


在 RtAOIOB H, h O,B" = OO + ОВ? ,得 
1 


R = 0+ та 


= 2h + a° 
тйк = =, 


在 RiASOE 中 心 = SD = апд. ВЕД 
R= actantb 十 2). 


Atan 
Q anë f = MN 
y =Ë < 
r 
(2y+ D —2ум + 1 = 0. 
MM 1E R, 且 2y 十 1 关 0. 所 以 
A= dy -4@у+1) 20. 
注意 到 y > OM y> 2 +1. 
BR > +1 


评注 “本题 通过 引入 角 参 数 , 从 而 可 将 正四 被 锥 中 的 基本 量 都 用 这 个 角 的 三 角 函 数 
表示 ,然后 利用 勾 股 定理 建立 了 这 些 基本 量 之 间 的 关系 .最 后 为 了 求 y 一 R 的 取 值 范围 ， 


жип яла т ТЖ] АЖ. 
例 7 БЕВ Р-АВС 的 三 个 侧面 均 为 正三 角形 ,过 它 的 高 PH 作 一 平面 与 
侧面 所 在 平面 交 于 三 条 直线 ,这 三 条 直线 与 底面 ABC HROM AAH apy. 求证: 
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соба + соёа+ сопу > Ê. 


分 析 ”容易 作出 三 条 交 线 与 底面 ABC 所 成 的 角 ,通过 直角 三 角形 中 的 边 角 关系 ,可 
Ж сота cot cory 分 别 用 线段 比 来 表示 ,从 而 同 题 可 转化 为 线段 比 的 不 等 式 来 证 明 . 如 何 
证 明 这 个 线段 比 的 不 等 式 ?我 们 需要 根据 它 的 结构 特点 ,进一步 确定 解 题 的 思考 方向 . 

EM ”由 题 设 知 ,P “ABC 为 正四 面体 ^ 

如 图 12-8, 设 PD .PE .PF 是 过 高 线 P 的 平面 与 三 个 侧 
Ti PAB PBC 、PCA 所 在 平面 的 交 线 , 则 PDH = a, Z PEH 

н 


= Bı ZPFH = y. AT tana = БН лаца = ЁН лапу = ЕН. 4 F 


设 正四 面体 P 一 ABC 的 校长 为 1. 则 PH 一 У, 
在 平面 ABC 内 ,从 点 月 分 别 向 三 边 AB BC CA ERER, 


记 DH EF ,FH 与 相应 的 三 线 的 夹 角 分 别 为 + ,y.x, 则 DH 一 REN 
Т m 
Fe Ro FH ч 


тапа + tan? g+ tan? y 


1 1 1 
~ PH (DF? * ER: + FFT) 


- „Бы +o (村 =) cos 


= 4 [3+ costa + eos (Š 2 )+ ө} +2z)] 


= 4[3 + cosa + 2cos 29 сок2 г] = 12. 
故 由 柯 西 不 等 式 ,得 
Ctan'a + tan 8 tan y) сога + cotf + соу) > 9, 

J сога сора согу >з = Ê. 

Wi а-ал» = й бё и. и =й жк Ж Ж ня OE XK 
系 , 这 是 证 明 三 角 不 等 式 的 一 种 常用 方法 . 在 本 是 的 证 明 过 程 中 ,我 们 还 用 到 了 一 个 重要 

= Н E . = „4% 

的 三 角 恒等式 :cos 8 + cos ( 3 үкө (з += 2° 

例 8 (% 12 FE IMO 试题 ) 在 四 面体 ABCD 中 ,人 BDC = 90°, h Р | ЛАВС 所 
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在 的 平 而 的 垂 线 的 季 足 H E AABC 的 重心 证明: 
САВ + BC + CAD: < 60А? + DB? + DC’). 

并 指出 对 于 哪 一 种 四 面体 ,上面 的 等 号 成 空 - 

分 析 ”由 和 欲 证 不 等 式 的 特点 .我 们 联想 到 柯 西 不 等 式 . 但 仔细 观察 , 离 应 用 柯 西 不 等 
式 还 有 很 大 差距 ,所 以 可 先 从 确定 四 面体 ABCD 的 特征 入 手 . 

证 法 1 首先 证 明 项 点 D 处 的 三 个 面 角 均 为 直角 - 

如 图 12-9, 因 为 人 BDC = 90°, ш CDH | Pii ABC. ik 
АВ 上 平面 CD 有 ,从 而 AB 1 DE. 其 中 ,E 为 CH 的 延长 线 与 AB 
的 交 ， 


记 四 面体 各 校 的 长 分 别 为 BC = a,CA = b,AB = c.DA = 
p,DB = q,DC = r. 

f RADER 和 RiACEB 中 ,有 

DE: + EB: = Di 

CE: + EB’ 

®-Ф# DE? = F ,W + РЕ" = CE’. 

根据 勾 股 定理 的 逆 定 理 ,得 CD | DE. 

又 CD 上 BD, 所 以 CD 上 平面 DAB, 则 CD | AD, 则 / АРС = 90°. 

对 于 平面 DHB, 同 理 可 得 // АРВ = 90 

故 顶 点 DD 处 的 三 个 面 角 均 为 直角 , 且 有 
=a, Hp = pt =. 

因此 ,ae +b + = 20р ++) @ 

于 是 ,只 需 证 (ae T b+ О? Ka К) Ф 

图 与 团 绪 合 起 来 , 便 可 得 所 要 证 的 不 等 式 

Ga+b+O' < 6(p +q +). 

由 柯 西 不 等 式 知 , 四 式 显然 成 立 . 

MEM a = 三 < 时 ,@ 式 中 的 等 号 成 立 . 

故 当 OABC 为 正三 角形 , 且 项 点 D 处 的 三 个 面 角 均 为 直角 时 ,这 样 四 面体 可 使 不 等 
ACAB + ВС + CA)* < 6(DA? + DB: + DC*) 中 的 等 号 成 立 

证 法 2 在 以 是 为 原点 的 坐标 系 中 ,把 点 A.B、C 的 位 置 向量 分 别 记 作 A ‚В.С. 根据 


12.9 


өө 


是 设 条 件 , 得 
(B-D) + (С 0) = 0; Ф 
АВС = 0.В. (А-0 = 0. 
С.(В-А) = 0; ° 
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А+ = В.р<С.р=0 
H O.® $ B-C+D-D = 0. 
hOHAB=A-C=B-C 
H @Ф,©@@ФА,В+р.р=0.А.С+р.р=0. 
于 是 ,由 GQ 还 有 

СА D? + (B— D) = 0.(A — D) » (C— D) = 0. 
êk ZADB = 90°, Z ADC = 90°, 
以 下 的 证 明 与 证 法 1 相同 - 


X REAR 


思考 题 1 正方体 ABCD 一 A, B,C, D, 的 棱 长 为 1, 试 求 正 方 体 上 底面 ABCD 的 内 切 
圆周 上 的 点 与 过 顶点 A .B.C ‚р, 的 加 周 上 的 点 Q 之 章 的 最 小 距离 . 

分 析 EJ tk L IK ABCD 的 内 切 圆 半径 和 过 顶 
ср, 的 圆 的 半径 都 是 确定 的 , 若 O RAB 4 
M. REI 6 AOPQ ,利用 二 边 的 不 等 关系 即 可 求 测 PRQ 的 最 
小 值 . 男 外 .我 们 不 难看 出 ,正方 体 上 底面 的 内 切 加 实际 上 是 正方 
体 的 楼 切 球 与 上 底面 ABCD 的 交 线 , 过 A.B.C, .Di 四 点 的 圆 实质 
上 二 正方 体外 接 球 的 一 个 大 加 ,并 且 这 两 个 球 是 同心 球 ,所 以 也 可 
以 考虑 用 几何 变换 的 方法 来 解决 此 是 

解法 1 m 12- 10. ZPOQ = 


,其 中 O KITE ABC, D, 
эмас. RE IE 7 ЖИР). ER OQ = 号 ,OP = W. 


{i APOQ 中 ,由 三 边 的 不 等 关系 ,得 
PQ > OQ — op = 3 
当 且 仅 当 2 — O° 时, 上面 的 等 号 成 立 - 
H FF í ABC. D, 必 与 上 底面 正方 形 ABCD ЮМИ OO, 
Hi TH АВ 的 中 点 已 . 设 射线 OP. 与 长 方形 ABC, D: 的 外 接 加 
OO RSE FAQ. ,而 P. 在 线段 OQ. а о". 


故 当 9 = O BH odua 


12-и 


| 


解法 2 如 图 12- 11 ,正方 体 上 底面 ABCD АИ O, 是 正方 体 的 校 切 球面 (与 各 
核 都 相 切 的 球 ) 与 上 底面 的 交 线 , 这 个 球 的 半径 > 一 дА в.с. WANA ORE 


方 体 的 外 接 球面 与 对 角 面 ABC, D, 所 在 平面 的 交 线 , 这 个 球 的 半径 只 一 S nenea 
心 球 ( 球 心 均 为 0). 显然 ,点 P.Q 分 别 在 小 球面 和 大 球面 上 . 
考察 以 〇 为 位 似 中 心 


NE HALME RF 2ER E p KAR I , ER iñi H 09 Bd 
ВФ ККТ ER. 

注意 到 ABCD 的 内 切 圆 OO, 与 线段 BD HZ E F 在 该 位 似 变换 下 的 象 均 在 平面 
ABC, D, 的 同 侧 , 所 以 射线 OE OF 都 不 与 平面 ABC, D, 相交 ,而 OO, 与 OO 所 在 平面 仅 
有 一 个 公共 点 P. CR AB 的 中 点 ), 且 射线 OP, УХ OO 只 有 一 个 交点 Q, ,所 以 PD .Q, 
2 J ft WE 8 ERAY OO, 与 OU 上 的 点 之 间 的 距离 的 最 小 值 , 其 值 为 d 一 


ГАСА 


评注 ”解法 2 虽然 复杂 了 一 些 .但 它 即 为 我 们 提供 了 用 几何 变换 解答 此 题 的 一 种 方法 
思考 题 2 在 四 面体 A,A,A,A, 中 ,A 所 对 的 AAAA 的 面积 为 S ,以 A,A: WK 
的 二 而 角 为 ws ЖИ. 求证: 


у) сока, š. 


分 析 。 为 了 寻求 其 证 明 方 法 , 先 联 想到 平面 上 类 似 问 是 的 证 明 , 在 A ABC 中 ,求证 ， 


T 此 题 可 以 通过 三 角形 的 射影 定理 结合 柯 西 不 等 式 获 证 . 将 此 


证 法 椎 广 到 空间 即 可 得 本 题 的 证 明 . 
证 明 ”由 面积 射影 定理 ,得 
S, = Stcosa 
根据 柯 西 不 等 式 ,有 
Sf = (Seosa + 8,сокаи + 5, cosa)" 
< (Sf + Sf + St) Ceos? 


cost A + cos B+ cost C > 


Sicoxar + 5, созат. 


+ costan). 


BI scos an + cosas, + cos" 


ЯВ соза. + соза,» + costa; 


cosas + costaz, + costau > 


160 


costas + соза + соха 


从 而 2 У) соға, 


= 4F (ry Fre Fs Far) 


评注 《1) 题 设 中 四 面体 备 面 的 面积 S,(i 一 1.2,3.4) ФСО 证 明 
本 题 的 关键 是 应 用 面积 射影 定理 建立 各 二 面 角 的 余 纺 函数 与 各 而 面积 的 等 量 关系 


同步 检测 12 
一 、 选 择 题 
1 把 四 个 半径 均 为 1 的 小 球 装 入 一 个 大 球 内 , 则 此 大 球 半径 的 最 小 值 为 


A. 1+ вак c. 2+6 iyi 


3 
2. 着 一 个 四 面体 的 六 条 校 中 ,有 五 条 楼 的 长 都 是 w 对 该 四 面体 的 体积 的 最 大 信 是 


) 


8 в, a 


" a 1 

А. 12' 8 > 192 D. z’ 
3. 在 边 长 为 4 WEP ABCD PEA AA 5 60°, RARP A AC 折 成 的 
二 面 角 为 0, 车 9E [т.т FRA AC 与 BD 距离 的 最 大 值 为 › 
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3 3 
А. Ža B. $a c. 


2 я 


4. f # ABCD—A,B,C, D, ¥ „АА, = а,АВ = БАЮ = с. Ra <b < с, 
点 各 出 发 沿 长 方 体 表面 到 达 C, 点 的 最 短 距离 是 … - “С 
А. Vu q +С FIR B. Va FF FE ба 


C. Va FF +с F ah D. Va Рве 


5. E. je E E Rê S~ ABCD #2. Bit k AVZ, А Р.О Ml E 5 BD.SC 上 ,出 
Рой не» 
2 ‚2 

A.1 B 28 c. 25 


6. (2004 年 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) 如 图 12 - 12, TË J РИШ 
铁 的 四 截面 是 等 大 直角 三 角形 ,A R M K EN L A.B 是 底面 图 内 
的 点 ,CO 为 底面 国 的 阅 心 ,AB | ОВ, E p B,OH | PB, ERA H. 


HB PA 一 4,C 为 PA 的 中 点 . 8 = # O— PHC 的 体积 最 大 时 ,OB 的 
长 为 сә 
5 2/5 
A: >> Гзы 
3 s 图 12- 12 
6 25 
с p. у 


7. É, ® iF fk ABCD 中 ,AB = CD,BC = DA,AC = BD, М ABC, W ACD t 
# ABD УЖ Я BCD ft Rb = КА а... й costa + cost B+ cost y 


лийза в ARANI Caka D 不 可 能 取 全 二 


8. 有 一 容积 为 1 的 正方 体 容器 АВСр--А, B,C, D, .Ж#% AB BB, . ü x} fa ВС. 的 
中 点 处 各 有 一 小 孔 EFC. 车 此 容器 可 以 任意 放置 , 则 其 可 装 水 的 最 大 容积 为 …… С 


A тауа B T 立方 单位 


11 7 
C 和 立方 单位 D. 福 立 方 单位 


=. 填空 题 


9. ik P,Q 是 正四 棱锥 S~ABCD 内 的 两 个 点 ,四 棱锥 的 底面 边 长 为 a， 侧 术 长 为 
Жыя Ра 的 取 值 范 轩 是 
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10. 长 方 体 的 底面 积 是 4, 对 外线 长 也 是 4, 则 长 方 体 的 侧面 积 的 最 大 值 是 
11. 四 面体 ABCD 的 楼 长 为 a, 在 它 的 表面 上 任意 地 放 上 n 个 点 . 若 其 中 至 少 有 两 个 


点 的 距离 不 大 于 当 , 则 n 的 最 小 值 为 
12. 着 器 柱 的 体积 与 表面 积 在 数值 上 褒 好 相等 , 则 该 国 柱 的 体积 的 最 小 可 能 值 是 


13， 四 面体 P 一 ABC 中 ,LAPB = /ВРС = ZCPA = 90°, E PAC.PBC.PAB 5 
W ABC 所 成 的 二 面 角 分 别 为 e,B,y. 给 出 如 下 三 个 不 等 式 : 


ФсовасовВ + cosfeosy + созусова > Z; 


@иапёв + ап + tany > 6; 
Osinasinpsiny < + 


其 中 正确 的 不 等 式 的 序号 是 ,( 把 你 认为 正确 的 序号 都 十 上 ) 

14. (2000 年 上 海 市 高 中 数学 竞赛 试题 ) 在 四 面体 ABCD 中 ,AD = DB = ВС = CA 
一 1, 则 四 而 体 ABCD 的 体积 的 最 大 值 是 

15. 如 图 12- 13 是 一 块 长 与 富 分别 为 3a 和 2a E DRE 
É , 8. Rl 35 5k k k Wl fF — 4 E R. N LEES EF TEE I LEG 
ЖАЮ k. T 8 8 W W 5 f анин X Tuk Л 
ЕТТИ > a 

16. F| W G W ЛЕТ f f ARTEA R 的 球 ,它们 的 侧面 与 
REF ҖЕ ЖЮ Ж а. Мати б 


W 12-13 


17， 在 四 面体 PABC 中 ,ZAPB = ZBPC = LCPA = 90", 若 它 的 六 条 校长 之 和 为 
S, 试 求 它 的 体积 的 最 大 值 、 

18. (2004 年 湖南 省 高 中 数学 竞赛 试题 ) 已 知 
W $ FH .O EK ü AABC 内 的 任意 一 点 ,PD 与 


BH Р— ABC 的 三 条 钢 楼 PA.PB PC 
侧面 所 成 的 角 分 别 为 e\B.y, 求 证 : 


Ж < a+ B+ y Заме, 
19. 在 四 面体 ABCD 中 ,顶点 A.B.C.D 到 对 面 的 距离 分 别 为 如 hz ja hu, 四 面体 
内 切 球 的 半径 为 r, 求 +h + h +h, 2 16r. 
20. 在 RtAABC 中 ,LACB = 90",BC = a,CA = b, Ж P K&B AB k. 9 PC 把 
ЛАВС 拆 成 四 面体 PABC， 试 求 该 四 面体 体积 的 最 大 值 - 
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BBY 立体 几何 中 的 计数 问题 


=e 知识 点 金 


立体 几何 中 的 计数 问题 , 既 可 以 考查 学 生 的 空间 想像 能 力 ,还 可 以 考查 学 生 对 基本 
的 计数 原理 ,方法 ,技巧 的 掌握 情况 ,具有 较 强 的 综合 性 ,因此 备 受 竞赛 命题 者 的 青睐. 

解答 立体 儿 何 中 的 计数 问题 ,首先 需要 掌 气 空间 中 点 、 线 , 面 的 位 置 关 系 ,要 善于 进 
行 等 价 转化 ,从 整体 着 眼 . 其 次 就 是 要 灵活 运用 分 类 计数 原理 和 分 步 计 数 原理 ,排列 组 合 
的 方法 以 及 递 推 的 思想 . 


у. пш? 


例 1 《第 15 届 希望 怀 数学 道 请 赛 试题 ) 如 果 一 条 直线 上 有 某 个 正方 体内 部 的 点 ,就 
称 这 条 直线 穿 过 这 个 正方 体 , EAH n (n E Nm 三 2) 个 梭 长 为 1 的 小 正方 体 堆 成 一 个 校长 
为 的 大 正方 体 ,那么 一 条 直线 能 穿 过 的 小 正方 体 的 个 数 最 多 有 = сә 

А. 30-2 7 В 3—14 С. 3n+1 个 D. 24—14 

分 析 ”可 从 特殊 情形 人 手 进行 探索 ,例如 , 当 "m = 2 时 ,相当 于 将 楼 长 为 2 的 正方 体 
切 3 刀 , 得 到 2' 个 小 止 方 体 , 这 时 在 大 正方 体内 部 形成 了 3 个 平面 . 要 使 直线 穿 过 的 小 正 
方 体 最 多 ,就 必须 使 这 条 直线 与 大 正方 体 中 形成 的 3 个 平面 都 尽 可 能 地 相交 ,这 是 可 以 办 
得 到 的 . 于 是 ,这 条 直线 在 大 正方 体内 部 被 3 个 平面 分 成 3 十 1 一 4 部 分 ,因此 直线 最 多 穿 
过 4 个 小 正方 体 . 对 于 任意 的 正 整数 n(n 三 2) ,这 种 规律 都 存在 ,从 而 我 们 便 找到 了 解答 
本 题 的 思路 . 

解除 去 大 正方 体 ABCD А, BC D, 的 6 个 面 ,其 他 小 正方 体 构成 了 3(4 一 1) 个 
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平面 (在 大 正方 体内 部 ), 这 些 平面 最 多 与 直线 有 3(n 一 D) 个 交点 ,它们 在 大 正方 体内 部 把 
直线 分 为 3(n 一 1 十 1 部 分 ,因此 真 线 最 多 穿 过 (3n 一 2) 个 小 正方 体 . 

舅 一 方面 ,在 大 正方 体 ABCD. В.С. D, 的 棱 AB 上 取 靠近 于 A 的 点 M ЕВС, р, 
ERREF C, 的 点 N, 则 直线 穿 过 (3n — 2) 个 小 正方 体 , 故 应 选 A. 

评注 上述 解 题 过程 经 历 了 两 个 步 更 :一 是 通过 对 图 形 的 分 析 , 首 先 证 明 直 线 穿 过 
小 正方 体 的 个 数 不 大 于 3n 一 2: 二 是 通过 构造 直线 MN ,说 明 3n 一 2 是 可 以 达到 的 . 这 也 是 
解答 离散 型 问题 的 一 种 常用 的 方法 . 


例 2 (2002 年 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) 如 图 13 - 1, 点 AA А 
…"Pu 分 别 是 四 面体 的 顶点 或 校 的 中 点 ,那么 在 同一 平面 上 的 四 点 
组 (Pi,P,,P,,P,) 共有 个 . 


Ж REH P 组 是 否 在 同一 侧面 上 分 为 如 下 两 类 : 

(1) 在 某 一 侧面 上 ,除了 P, 点 外 尚 有 5 个 点 ,其 中 任意 三 点 都 与 
P, 点 共 面 , 所 以 这 个 侧面 上 与 P, 点 共 面 的 ЖС +. 因为 含 P. 
点 的 侧面 有 3 个 ,所 以 这 样 的 四 点 组 共有 3С: 个 . 

(2) & P, 点 的 其 一 条 侧 校 上 的 三 点 和 底面 上 与 这 条 侧 校 异 面 的 图 13-1 
那 条 校 的 中 点 组 成 的 四 点 共 面 . 因为 含有 P. 点 的 侧 校 有 3 条 ,所 以 这 样 的 四 点 组 共有 3 
+. 


综合 (1)(2), 由 分 类 计数 原理 知 , 满 足 条 件 的 四 点 组 (PP, ,Pi,P,) 共 有 3CI! 十 3 一 
3300. 

评注 AA KALA 1097 年 全 国 高 考 文科 数学 试题 中 的 最 后 一 道 选择 题 如 果 去 
HAM RR Р, Bik РА Р, „Р... Р. 这 10 个 点 中 取出 一 个 四 点 组 , 求 其 中 共 
面 的 四 点 组 的 个 数 . 这 就 需要 分 为 三 类 ,不 难 求 得 共有 AC 十 6 十 3 一 69( 个 ) 共 面 的 四 点 
组 


例 3 在 正方 体 的 8 个 顶点 中 ,每 两 点 连 成 一 条 直线 ,其 中 蜡 面 直 线 共有 多 少 对 ?( 丙 
条 算 作 一 对 ) 

分 析 ”一 种 想法 是 先 求 出 两 两 连 线 的 条 数 ,有 (3 = 28 ЖГ, ИБИ HM Ж—. 
378 对 ,这 当中 有 共 面 的 需要 减 去 . 而 共 面 又 有 两 种 情况 :相交 与 平行. 另 一 
是 从 四 面体 人手, 因为 每 一 个 四 面体 的 三 组 对 校 分 别 成 异 面 直线 ,因此 只 须 计算 以 正方 
体 的 项 点 为 顶点 可 以 组 成 多 少 个 四 面体 即 可 - 

解法 1 正方 体 的 8 个 顶点 可 连 成 CS = 28 条 直线 ,每 两 条 为 一 对 .共有 (3 = 378 对 
直线 , 其 中 ,每 一 项 点 可 引出 了 条 线 , 并 组 成 5 = 21 对 相交 直线 ,8 个 顶点 有 8X 21 = 168 
对 相交 直线 ,又 每 一 条 术 者 可 以 与 三 条 楼 组 成 平行 四 边 形 ,每 一 个 平行 四 边 形 中 有 两 对 
平行 直线 并 新 增加 了 一 对 相交 的 对 角 线 ,12 RBIH 12 x 3 = 36 对 共 面 直线 . 
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故 异 面 直线 共有 378 — 168 — 36 = 174040). 

解法 2 从 正方 体 的 8 个 顶点 中 任 取 4 个 ,有 CG: 种 取 法 , 共 中 四 点 共 面 的 有 12 种 (6 
个 表面 和 6 个 对 角 面 ). 将 不 共 面 的 四 点 构成 一 个 四 面体 ,共有 C: -- 12 个 四 面体 . 又 每 个 
中 面体 确定 了 3 对 异 面 直线 ,因此 异 面 直线 共有 3(C 一 12) = IAD. 

评注 ”解法 1 应 用 了 淘 法 法 , 即 从 所 有 直线 对 中 小 去 两 类 共 面 的 直线 对 ,这 是 一 种 
常规 思路 .解法 2 运用 了 转化 的 思想 和 对 应 的 计数 方法 ,即将 一 个 不 易 处 理 的 新 闻 题 , 转 
化 为 容易 解决 的 老 问题 :将 一 种 规律 不 其 明显 的 计算 转化 为 一 种 明确 的 计算 . 由 此 ,启发 
我 们 在 处 理 这 类 计数 问题 时 ,首先 要 进行 几何 结构 的 分 析 , 然 后 进行 精巧 的 构造 ,使 问题 
得 到 整体 解决 . 

例 4 从 正方 体 的 8 个 顶点 中 任 取 4 个 不 在 同一 平面 上 的 四 个 项 点 P.Q.M、N, 组 成 
一 个 二 面 角 P-QM--N. 那么, 这样 的 二 面 角 的 大 小 的 不 同 可 能 值 共有 多 少 个 ? 

分 析 ”问题 的 关键 是 确 角 的 校 . 正方 体 任意 两 个 顶点 的 连 线 可 分 为 三 类 ,一 
类 是 和 下方 体 的 较 , 另 一 类 是 正方 体 的 面 对 角 线 , 还 有 一 类 是 正方 体 的 体 对 角 线 . 所 以 ,本 
题 可 按 上 述 三 种 情况 分 类 ,然后 分 别 考察 所 构成 二 面 角 的 大 小 . 

解 ”考察 正方 体 ABCD 一 A, B,C D, , 按 二 面 角 的 校 可 分 为 如 下 三 种 情况 ， 

《0 以 正方 体 的 楼 为 二 面 角 的 棱 ( 不 妨 设 AB 是 二 面 角 的 棱 ), 则 共有 两 种 本 质 不 同 的 


而 角 , 一 种 是 正方 体 相 邻 两 个 面 构成 的 二 面 角 . 如 A, 一 AB 一 $ BRM 种 


是 正方 体 的 一 个 表面 与 一 个 和 它 有 公共 边 的 对 角 面 构成 的 - 面 角 , 它 的 大 小 为 于 
《2) 以 焉 方 体 的 面 对 角 线 为 二 面 角 的 楼 (不 妨 设 ВС, 是 二 面 角 的 楼 ), 则 共有 五 种 本 
RFR DA, 一 BC， ЕЖА arctan /2, ®@В, — ВС, 一 及 , 它 的 大 小 为 


TOA, = BE, = D, 它 的 大 小 为 arecos LOB; = ВС, -- Р. ЮЖ к = arctan Fı 


ФА, = ВС, D 它 的 大 小 为 areeos E, 
(3) 以 正方 体 的 体 对 角 线 为 二 面 角 的 榨 (不 妨 设 AC, 是 二 面 角 的 樟 ), 则 共有 两 种 本 
质 不 同 的 二 面 角 , 如 A — AC, — D WA, 一 AC 一 D .它们 的 大 小 分 别 为 训 MF. 


综 上 所 述 , 所 求 二 面 角 的 大 小 共有 8 个 不 同 的 值 - 

评注 “这 是 一 道 有 关 正 方 体 中 二 面 角 的 计数 和 二 面 角 大 小 的 计算 问题 .把 正方 体 中 
有 关 二 面 角 的 基本 问题 作 了 全 面 的 考查 .是 一 道 难得 的 综合 题 . 

AS 求证 :存在 两 两 异 面 的 四 条 直线 ,使 得 没有 任何 直线 能 与 这 四 条 直线 同时 相 


-个 直接 的 思路 ,就 是 在 正方 体 ABCD — A, B,C; D, 中 , 5 AB.A,C.D.D |l 
VS BC 成 异 面 直线 . 下 面 介绍 一 个 简捷 的 间接 证 明 - 
反 证 法 . 

取 正 方 体 ABCD 一 Al BC, D, ,于 是 ,直线 AB A, C.D, D.B,C, 两 两 成 异 面 直线 ,如 
M 13-2, 

ПЕТЕ RHA 1 AR ABA CDDB C 分 别 交 于 点 5 © 
Е.Е.С.Н. 

HE E IEE А СЕЕ 12070 ПЕН 13-2 ТЖО AFA CL 
平面 AB,D, 且 通过 正 AAB, Р, fh >. М A — В,, Bı > Di + 
点 Di > A. AEA B — C, , 8 C, 一 D, 点 口 一 有 .从 而 ,直线 AB 
* BIC. .直线 ВС 一 D1D, 直 线 D, D -> AB, HR AIC k A 4 
化 . 宝 间 中 四 条 直线 所 占 的 位 置 没有 发 生 任何 变化 ,只 是 字母 循环 
换 了 一 周记 号 ,如 图 13-3. 

空间 中 过 点 下 的 直线 ! 绕 A,C 旋 转 120" 后 , 除 点 下 外 均 不 与 
直线 1 重合 , 记 为 .进而 ,点 G 在 AB 上 的 新 位 置 G, 不 与 点 已 重 
全 ,否则 ,由 两 点 确定 一 条 直线 知 FE) 与 4,(FRG,) 重合 . 同样 ， 
Н НЕРОН Н, 与 点 G 不 重合 .于 是 .相交 于 点 下 的 4K 
共 面 直线 Ll, 与 AB 相交 于 点 E.G ,与 D D 相交 于 点 G、Hi. 因 
JEG, (GH, 四 点 共 面 , 即 AB 与 DiD 共 面 .这 与 AB .DID 成 
АЕ ЯСА 

故 与 直线 AB A, C.D, DBC, 均 相 交 的 直线 ! 不 存在 . а 

评注 навад - хадна, яи BKB EX 
体 申 两 两 措 面 的 四 条 真 线 ,所 以 我 们 应 用 了 正方 体 这 个 基本 图 
形 , 而 题目 的 结论 又 是 一 个 不 存在 性 问题 ,所 以 也 容易 想到 应 用 反 证 法 . 问题 的 关键 是 如 
何 推出 巴 质 ,这 里 我 们 应 用 了 谈 转 变换 , 实 属 创 新 ,读者 应 认真 体会 

例 6 ”一 个 凸 多 面体 的 表面 由 12 个 正方 形 .8 个 正六 边 形 .6 个 正八 边 形 组 成 ,在 每 个 
顶点 一 个 正方 彩 ,一 个 正六 边 形 ,一 个 正八 边 形 相交 . 在 连接 多 面体 的 顶点 的 线段 中 ,有 
多 少 条 在 多 面体 的 内 部 .而 不 是 在 面 上 或 是 多 面体 的 校 ?并 说 明理 由 . 

分 析 。 首先 应 工 清 钨 这 样 一 些 问题 :这 个 凸 多 面体 共有 多 少 个 顶点 ?有 多 少 条 梳 ? 有 
多 少 条 面 对 角 线 . 这 三 个 问题 清 态 了 .本 题 就 不 难 解决 . 

解 ”因为 凸 多 面体 每 个 顶点 处 止 好 有 三 种 而 (正方形 ,正六 边 形 . 正 八 边 形 ) 各 

其 中 边 数 最 少 的 是 正方 形 , 它 的 四 个 项 点 必定 为 多 面体 的 四 个 不 同 的 顶点 ,而 正六 边 
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б, В 
IM 12-3 


їз, 


这 48 个 顶点 共 线 连 威 С, 条 线段. 

因为 从 每 个 顶点 都 引出 3 条 楼 ,而 每 条 校 者 计算 了 两 次 ,所 以 这 个 四 多 面体 共有 立 х 
3X48 = 72 ЖШ. 

又 由 于 每 个 正方 形 都 有 2 条 对 角 线 :每 个 正六 边 形 都 有 C; 9 条 对 角 线 ;每 个 正 
八 边 形 都 有 Ci — 8 = 20 条 对 角 线 ,所 以 这 个 凸 多 面体 的 表面 上 共有 12 X2+8X9+6X 
20 = 216 条 面 对 角 线 . 

于 是 ,这 个 凸 多 面体 的 体 对 角 线 共有 

Ci, — 72 — 216 = 840( 条 ). 

评注 “本 是 主要 应 用 了 淘 法 法 ,问题 的 关键 是 求 西 多 面体 的 顶点 教 ,我们 抓 住 顶点 
笋 最 少 的 正方 形 , 发 现 正六 边 形 、 正 八 边 形 的 顶点 都 与 正方 形 的 顶点 重合 , 求 得 这 个 山 多 
面体 的 顶点 共有 48 个 . 当然 ,我 们 也 可 以 从 顶点 教 最 多 的 正八 边 形 入 手 去 考虑 

例 7 高 为 8 的 网 从 内 有 一 个 半径 为 2 的 球 (), 球 心 O, 在 圆 台 的 轴 上 , 球 0, ts Bl fi 
的 上 上 底面 侧面 郁 相 切 , 加 台 内 可 青 放 人 一 个 半径 为 3 的 球 O; ,使得 球 O: SR O, D f hY 
下 底面 及 侧面 都 只 有 一 个 公共 点 . 间 除 球 O; 外 , 国 台 内 还 能 骨 放 入 多 少 个 半径 为 3 的 球 ? 

分 析 ”对 于 切 球 问 题 ,作出 圆 台 的 轴 截 面 ,可 将 立体 图 形 转化 为 平面 图 形 . 本 是 中 ， 
作出 电台 的 轴 截 而 后 ,问题 可 转化 为 ;等 腰 梯 形 中 ,除了 O, OO: 外 ,还 能 放 人 多 少 个 
半径 为 3 的 圆 ,使 这 些 圆 与 ОО, (OO: 及 下 面 边 、 腰 均 最 多 只 有 -- 个 公共 点 , 且 这 些 圆 也 
最 多 只 有 一 个 公共 点 . 

M 。 如 用 13-4, 作 过 球 心 0: 058 ТОВ, Folk b O, ft 5 fa t) Wi h Y 09 k 
i , Pt ЖИЙ tš l f fh SET N O, ШШ 13-4, 易 求 得 OD: = 4, 


GIES 113-5 
这 个 间 题 等 价 于 :在 以 O 〇 为 圆心 .4 为 半径 的 图 上 , 除 O; 外 最 多 还 可 放 几 个 点 ,使 以 
这 些 点 及 O: 为 加 心 .3 为 半径 的 圆 彼此 至 多 有 一 个 公共 点 ,由 图 13 - 5, 有 


sin45 < sing = Š < sin60°, 


Milî 15 d< 60°, 
FDL, ЕС А. 


个 点 ,满足 上 述 才 求 . 


Же _ 


因此 , 圆 台 内 最 多 还 可 以 放 人 半径 为 3 的 球 2 个 . 

评注 围 13-4 是 过 球 心 (的 转台 的 铅 截 面 (级 断 面 图 ). 由 于 另外 放 入 的 球 与 球 O, 
半径 相等 ,所 以 这 些 球 的 球 心 与 0 其 面 , 且 它们 的 球 心 均 在 以 CO 为 国 心 .OD: я + E Bl 
上 ,因此 还 需要 作出 这 些 球 心 的 图 13-5( 模 断面 图). 从 而 可 将 球 的 分 布 情况 转化 为 点 ( 球 
心 ) 在 图 O 上 的 分 布 情况 ,问题 使 不 难 解决 - 

例 8 (1995 年 全 辐 高 中 数学 联赛 试题 ) 将 一 个 四 校 锥 的 每 个 顶点 染 上 一 种 颜色 ,并 
且 同 … 条 楼 的 两 端点 异 色 . 如 果 只 有 5 种 颜色 可 供 选用 ,那么 不 同 的 染色 方法 的 总 数 是 多 
少 ? 

分 析 。 有 两 种 思考 方法 ,一 种 是 从 颜色 考虑 (分 类 ), 另 一 种 是 从 端点 考虑 (分 步 )， 

解法 1 ”如同 13. 6, 由 于 同一 条 校 上 的 两 端点 异 色 , 因 此 允 š 
许 同色 的 点 有 A C.B Ур. 

CD 用 5 种 颜色 时 ,有 А: ӨЕ; 

《2) 用 4 种 额 色 时 ,或 人 \C 同色, 或 有 B.D 同 色 , 有 2C1 .Ai 种 
Riks 

(3) 用 3 种 颜色 时 , 必 A.C IEE B.D AEA C + А} RR 
№. 1913-6 

由 分 类 计数 原理 ,共有 

A! +2С\ + A + СЇ. А} = 1204-240 + 60 = 420 

юж бэк. 

解法 2 BASABE 
它们 所 染 的 颜色 分 别 为 Я 

# CREME 2( 与 A 同色 ), 则 忆 可 染 颜 色 3.4.5 之 

H C HAC 1.0 D ARANG 3 或 5, 有 2 P b ik 

¥ C REI 5, D вй. 3 或 5, 也 有 2 种 染 法 . 

可 见 , 当 S.A.B U ЕШ ,C 与 D 还 有 7 种 不 同 的 染 法 

根据 分 步 计数 原理 ,共有 


两 两 异 色 ,它们 共有 A ВЕК. 当 S、A .了 3 染 好 后 ,不 妨 设 


зә, 


7TA = 7 X 60 = 420 
种 不 同 的 染色 方法 : 
评注 Жл ER теме. павы атаа 
ттм — Diem -D +(—1›°]. 
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思考 题 1 FBA MRE ARETA РЕ ЖИ HER NF RK 
些 点 个 数 的 最 大 值 . 

分 析 ”根据 题目 的 特点 ,可 通过 建立 空间 直角 坐标 系 , 利 用 向 量 的 方法 来 解决 . 

证 明 ПАШИ. MR n TAA А.А. {ЕШ О 为 球 心 ,1 为 半径 的 球面 上 ,使 得 


lAA,|2 201 < =< m. x < 6. 
FIS EMIR n> 6.{Е Л.А ОА, PARAE, 9 
| AA, | = 2—2 cosZAQA, 


即 АОЛ, > 90". 

从 而 OR + OA, = | ОЯТ |.| ОЛ 1 cos LAOA, < 0. 

在 空间 中 ,以 O 为 原点 并 按 各 下 方法 选取 直角 坐标 ， 

VEERE ОАТС = 1,2. оп) 中 一 定 有 三 个 向 基 不 共 面 . 否则 ,mn > 4 个 向 最 
都 在 同 个 大 并 而 上 ,于 是 - 定 有 一 对 向 量 张 成 锐角 ,这 是 不 可 能 的 . 不 妨 设 CAY DAY 、 
DAT R RTA 为 OX 轴 , 使 点 A, 的 模 坐 标 为 1. 其 次 取 OY 轴 , 使 点 А, 在 平面 
XOY 上 ,并 且 它 的 纵 坐 标 是 正 的 . 最 后 家 ( 忆 轴 ,使 点 A 的 坚 坐 标 也 是 正 的 . 用 (zivy yz) 
表示 点 А, 的 坐标 , 则 

ON, = 1,0,0) .ON = ‹;.у;.0).ОА?7 = Cn sa), 


ДР» >0. 

因此 ,对 所 有 ;i > ТОАТ + ОА, = x, < 0, 

其 次 ,对 所 有 /> 2 ОАТ. ОА" = тут, + yay, <0. Ж, т SÇ 0л, SO, > 
о. у 5 0. 

最 后 ,对 站 3RO ОЛ = rr, + yy, ,于 是 ,由 zi 0,7 Oy < 
0.y 0.) > 0.й о. 


ЖИ f OA, OA: „ОА? „ПА? 中 必 有 2 个 ,它们 所 有 坐标 都 是 负数 ,从 而 它们 的 数 
基 积 大 于 0. 这 与 O47 ОЛ, < 0(1 < < j < m FRE. 

Mon < 6. 

上 式 等 号 可 以 成 立 ,如 6 CE 1.0,0).(0. + 1.0).(0.0, +D 满足 要 求 . 

因此 ,n 的 最 大 值 为 56. 

思考 题 2 空间 有 1989 个 点 ,其 中 任何 一 点 不 共 线 ,把 它们 分 成 点 数 各 不 相同 的 30 
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组 ,在 任何 三 个 不 同 的 组 中 各 取 一 点 为 顶点 作 三 角形 , 问 要 使 这 种 一 角形 的 总 数 最 大 ,各 
组 的 点 数 应 是 多 少 ? 

分 析 ”根据 极端 原理 ,我 们 猜想 : 当 务 组 点 数 非 常 接近 时 ,这 种 三 角形 的 总 数 最 大 . 
可 利用 调整 法 来 证 明 这 个 猜想 是 正确 的 

解 。 当 把 1989 个 点 分 成 30 组 ,各 组 点 数 分 别 为 四 ,ms 时 ,顶点 在 三 个 组 的 三 
角形 总 数 为 


可 见 , 本 题 就 是 在 ni anis no 


分 别 取 何 值 时 ,使 S 取 最 大 值 . 
由 于 把 1989 个 点 分 成 点 数 各 不 相同 的 30 组 的 分 法 只 有 有 限 种 , 故 必 有 一 种 分 法 使 S 
达到 最 大 值 ， 
ЖЮ m 
«Ола =m, 


这 时 有 


= 1989 M REF, m 


a < < nw M 
029). ERR BN i En, — n, 23. RHR = 1, 


S= mm 


+n Fn) Ð nmt У) nnm. 


Sni = n +,” = m — I.W n +m; = m + 


тт. BEH n’, n’, ВИК толе B m enet em 
n 20 = 1.2,+,29). 
《2) па 一 的 i 值 不 能 多 于 1 个, 若 不 然 , 设 有 1 


m, = 2, =m, = WRF аян" = n. 
时 ,S$ 的 值 也 会 变 大 ,这 不 可 能 . kË л, п, 一 2 的 了 值 不 能 多 于 1 +. 

(3) лап = 2 的; 值 不 能 一 个 都 没有 . ARR Ti m = #—14, = k— 13, 
on 二 不 十 15, 则 其 和 如 十 m2 十 … 十 30k 十 15 不 可 能 等 于 1989, 故 使 m4 сл, = 
2 的 i 值 至 少 有 一 个 

EE EFT MD. fe тоте 
30 个 数 依次 为 mum 十 1 
= 1524.19 т = 51,4, 
59.81. 

评注 алз-лактйй ыт. 144 D tn t. 5 6 2 8 b F FR" 3k 
态 , 从 而 使 SS 达到 最 大 . 


Инон 


,me 中 , 相 邻 两 数 之 差 愉 有 一 个 是 2, 其 余 的 都 是 1. 不妨 设 这 
m+ io lemti + 19. m+ 300 < i, < 29). 30m — iv 
6. 故 当 S 取 得 最 大 时 ,这 30 组 的 点 数 依 次 为 51,52,… ,56,58。 
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"B= 
同步 检测 3 


一 、 选 择 题 


1. (2006 年 吉林 省 高 中 数学 竞赛 试题 ) 如 图 13 - 7, 在 正方 体 
ABCD-A BC D, 中 ,这 顶点 A, 作 直 线 1, 使 1 与 直线 AC PBC, 
所 成 的 角 均 为 60", 则 这 样 的 直线 /有 -. 

A.1 条 B24 
C.3 条 D. 多 于 3 条 

2. 以 平行 六 面体 的 8 个 顶点 中 的 任意 3 个 顶点 为 顶点 的 所 有 

三 角形 中 ,锐角 三 角形 最 多 可 能 有 = (С) 
A.28 个 B.32 4 тү. 
C.34 个 D.36 + 

З. АЕЛ#Ё 12%И 5 12%ШЯ4йЙ®ФАШ nA, жаталак 

所 在 的 直线 部 是 异 面 直线 , 则 nn 的 最 大 可 能 值 为 9 
Аз в C5 D.6 

A, (2005 年 湖南 省 高 中 数学 竞赛 试题 ) 若干 个 楼 长 为 2.3、5 的 长 方 体 , 依 相同 方向 拼 

成 模 长 为 90 的 正方 体 , 则 正方 体 的 一 条 对 角 线 贯穿 的 小 长 方 体 的 个 数 是 … Е) 


А. 64 В. 66 С. 68 р. 70 


LN HE 方 体 分 别 作 载 面 担 到 4 个 六 面体 ,如 下 图 中 A.、B.C.D 所 示 ， 
6. (1998 年 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) 以 正方 体 的 8 个 项 点 .12 条 接 的 中 点 .6 个 面 的 


4 


4 


А7 


ЕУ 0 


HERE RAR TRE HE FRE HE MEHR сане 


ик | 12 " 10 9 
顶点 数 8 7 6 5 
| #* | 
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中 心 以 及 正方 体 的 中 心 共 27 个 点 中 , 共 线 的 三 点 组 的 个 数 是 
А.57 В. 49 С.43 р.з? 

17.®йж9 1 Ж, Ф414 K TRE, R 94 Ж ЖЕ T+ Ñ. ШР ЕП 

面体 , 则 图 中 最 多 有 三 角形 єз 


A.21 个 B.24 个 C.25 个 D.27 个 

8. 空间 有 4 个 不 共 面 的 定点 ,以 这 4 个 点 为 顶点 的 平行 六 面体 的 个 数 是 s ( ) 
A.29 В. 20 сз? D.25 

二 ,填空 是 


9. 在 正方 体 的 8 个 项 点 中 ,能 构成 直角 三 角形 的 3 个 顶点 的 三 点 组 的 个 数 是 


)， 过 平行 六 面体 ABCD 一 ABC D: 任意 两 条 校 的 中 点 作 直线 ,其 中 与 平面 
apa А е +. 

11， 如 果 一 条 直线 与 一 个 平面 天 直 ,那么 苏 此 直线 与 平面 构成 " 正 交 线 耐 对 ”. 在 一 个 

正方 体 中 ,由 两 个 顶点 确定 的 直线 与 含有 四 个 顶 丰 的 平面 构 或 的 * 正 交 线 面 对 ” 的 个 数 是 


12. 有 120 个 等 球 嘱 有 在 正四 面体 ABCD 内 ( 相 种 两 球 相 切 , 且 边 上 的 球 与 面相 切 )， 
那么 这 个 正四 面体 的 下 面 共 放 球 的 个 数 是 А 

13. WI 13-8. КУЖ ABCD — A,B,C, D, P AB ОВ, A, D, «CC, 两 两 成 异 面 直 
A. BIE — FH XK Bl е 5 ABDB, BBX sl 5 A, D, CC, 均 相交 , 这样 的 相交 
LRU 可 以 作 А 


图 13-8 н13-9 

14. £ f + E $ £ 5 $t # ЕЖЕ 8 13 - 9 所 示 摆 成 塔 形 : 上 面 正方 体 中 下 底面 的 四 个 
顶点 是 下 面 正 方 体 上 底面 各 边 的 中 点 ,最 下 面 的 正方 体 的 棱 长 为 1, 且 平 故 于 昌 面 上 , 如 
果 所 有 正方 体 直接 看 到 的 表面 积 超过 8. 8, 则 所 有 正方 体 的 个 数 至 少 是 个 . 
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15, (2005 EIEE РЕЗ Ж ЖШ) 如 图 13- 10, 一 个 立方 
体 的 每 个 角 都 被 截 去 一 个 小 三 棱锥, 变 成 一 个 新 的 立体 图 形 . HA. 
在 新 立体 图 形 项 点 之 间 连 线 中 , 位 于 原 立 方 体内 部 的 有 
*. 

16. 有 6 种 不 同 的 颜料 给 正方 体 的 六 个 面 着 色 , 使 不 同 的 面 深 
EFAMME. 如 果 将 正方 体 旋 转 之 后 出 现 某 种 涂 色 方案 一 样 , 则 
应 认为 是 同一 种 涂 法 . 那么 不同 的 族 法 共有 。 种 


三 、 解 答题 


17， 如 图 13-11, 以 正 五 棱柱 ABCDE B A % I8 š f 8 W t$ $ 
有 多 少 个 ? 

18. Bl abc 为 空间 中 两 丙 异 面 的 三 条 直线 , 试 证 甫 ;存在 
无 穷 多 条 直线 与 直线 COvc 都 相交 | 
19. 将 一 个 正方 体 分 市 为 咱 个 不 重 香 的 四 面体 , 求 几 的 最 小 

Га 
20. НЛ Ей п (т >3) А.Ж. ЕЯ 
平面 ,恰好 通过 其 中 的 两 个 点。 ү 


min 


Ea 1⁄4 


“第 4 讲 轨迹 与 非常 规 问题 


Tage ORAS 


1. 轨迹 问题 

近 儿 年 , 随 着 新 教材 内 容 的 调整 ,立体 几何 中 有 关 轨 迹 的 是 日 越 来 越 多 .并 已 进入 高 
省 和 数学 竞赛 试题 ,因此 ,我 们 有 必要 进行 考题 讲授 和 训练 . 

在 基 些 点 A ,而 按照 革 种 规则 运动 ,形成 各 式 各 样 有 趣 的 轨迹 问题 . 

探求 空间 轨迹 与 探求 平面 轨迹 类 似 . 首先 要 熟悉 基本 轨迹 图 形 , 如 平面 阁 撒 (包括 平 
面 以 域 ) . 球 、 轩 村 面 .加 钼 而 等 ,可 以 根据 已 知 条 件 去 判断 所 求 轨迹 是 其 中 哪个 . 另外 ， 
我 们 也 常常 先 考虑 满足 部 分 条 件 的 轨迹 ,再 把 另外 的 条 件 加 上 去 . 这 就 像 是 在 轨迹 中 再 
求 轨迹 . 也 可 以 分 别 状 碟 某 些 系 件 , 得 到 两 个 或 两 个 以 上 的 轨 连 ,再 求 这 些 轨迹 的 公共 部 
ж. 


对 于 较 复杂 的 轨迹 问题 ,除了 分 段 考虑 外 ,还 要 注意 特殊 情形 下 动 点 的 轨迹 . 总 之 ， 
必须 特别 注意 轨迹 的 纯粹 性 和 完备 性 . 

2. 非常 规 问题 

在 空间 图 形 中 .还 有 这 样 一 些 问 题 , 它 所 运 州 的 立体 儿 何 知识 并 不 多 ,但 却 以 -- 种 想 
像 力 和 空间 构造 而 引人入胜 ,这 就 是 所 谓 的 非常 规 问题 . 解答 这 类 问题 没有 现成 的 方法 ， 
需要 的 是 智慧 和 能 力 , 犯 的 是 人 的 一 种 直觉 思维 . 


例 1 MRE HR a 5b KHER. E KY mn HRRK AB ИАА, ВЯ а,Ь Е 
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жй. ж AB 中 点 的 轨迹 

ARO 申 题 设 条 件 我 们 联想 到 平面 上 一 个 熟悉 的 轨迹 问题 : 设 a.6 为 同一 平面 上 互 
HIE REYE REAR а О. ЧЕК m ВВ АВ 两 端点 A .8 分 别 在 上 
举动 时 ,AB 中 心 P (WE LO т 为 半径 的 图 . 现在 a.b 为 异 面 直线 ,我 们 可 
通过 平移 转化 为 平面 上 的 轨迹 问题 来 解决 . 

解 ШМ -1, 设 MN 为 异 面 直线 4 J AER JEP M € aN € b.MN 的 中 点 
A О.А O УНЕ а” Y ab y h ika b Еа Ма | >. 

Xi A € aB € BAB = mA 有 在 平面 。 上 的 射影 分 别 为 
AB JIJ A € a B ЄР. MN = АМАА’ = ВВ' = 4.8 AA” 


(ВВ? И AA'BB' 为 平行 四 边 形 ,连接 A'B' АВ $ A'B’ 1i 
相 平 分 , 设 其 交点 为 P, 则 有 PA = PB = 7. 


p, ر‎ 1 TF 
从 而 PA = PB’ -JG 5) густи = фут. 
在 平面 a 上 ,因为 ZA'OB' = 90°, ЛВ, = Ym 一 ,所 以 
а 
OP = АВ 一 证 Vm 一 mua 


故 由 平面 上 熟知 的 结论 ,AB 中 点 P 的 轨迹 是 平面 БДО 为 圆心 ,去 Мт = R 


ЕСА 

评注 ”为 了 探求 平面 直线 a.b 上 两 点 及、 忆 连 线 中 点 的 轨迹 ,我 们 联想 到 平面 上 类 似 
的 问题 ,并 通过 平移 和 投影 .将 其 转化 为 平面 АФФА АВА b LARA B kA 
的 中 点 轨迹 问题 ,从 而 使 问题 捍 到 简捷 地 解决 

#2 设 己 为 球 (内 一 ,ABC 为 球面 上 三 个 动 点 , 且 满足 “APB = 人 BPC = 
&СРА = 90°. 以 PA PB .PC 为 楼 作 平行 六 面体 , 设 Q 为 该 平行 六 Q 
面体 中 与 已 相 对 的 那个 顶点 . 5 A B,C 二 点 在 球面 上 移动 时 , 求 Q A 


ELTS W 
g 


分 析 。 仍然 采用 从 平面 向 空间 过 湾 的 思路 - 

解 ” 先 看 一 个 平面 几何 问题 :如 图 14-2,P 为 OO 内 一 定点 ， 
A.B 为 贺 周 上 两 动 点 ,有 满足 /APB = 90°. 以 PA „РВ Е 
平行 四 边 形 , 设 Q 为 与 P 相 对 的 顶点 . 当 ABE @OO 上 移动 时 ,未 
QQ 点 的 轨迹 . 

Ш OOM FEY ROP = d, 易 知 APBQ Е.Е 为 矩形 的 
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йч-? 


中 心 , 在 AOPQ 和 AOAB 中 ,由 中 线 长 公式 ,得 


40E? + PQ: = OP: + ОФ. Ф 
40E? + AB’ = Ол? + ОВ. @ 
因为 PQ 一 AB.BW Ф.О. 

OP! + OQ? = QA! + OB". @ 


DA î «OQ Ret. 

FEQ 点 的 轨迹 是 以 O JD. VR 一 为 半径 的 圆 - 

回 到 人 与 定点 P 的 距离 为 4, 易 知 所 作 平 行 六 面 
体 为 长 方 体 , 设 长 方 体 中 与 A 相对 的 顶点 为 4 , 则 PAQA”、PBA'C ЯЕ. ЖО з, 
得 


ОР? + ОО? = ОА? + ОА" 
MJ OQ! = 3R – 20". 
故 在 三 维 空间 中 ,Q 点 的 轨 连 是 以 0 HRE, VIR СТ 为 半径 的 球 - 
评注 ”由 本 例 可 以 看 出 ,二 维 平 面 上 的 问题 可 以 推广 到 三 维 空间 ,只 需 把 R* 的 系数 
由 2 改 为 3ud 的 系数 由 一] 改 为 2, 二 维 的 婚 形 改 为 三 维 的 长 方 体 、 国 改 为 球 即 可 , 可 
见 ,空间 中 许多 轨 这 问题 部 是 由 平面 上 的 胃 壕 问题 类 比 而 来 的 
例 3 正方 体 ABCD -ABCD 的 楼 长 为 1,P 是 正方 体 表面 上 一 动 点 ,月 AP = 


= OA? + OB’ +0С —ОР?. 


《1) {ЕШ P AREENA ABCD 一 А,В,С, О, 表面 上 移动 的 轨迹 ; 

(2) 动 线段 AP 将 正方 体 ABCD — А,В,С D, RAJLAS RARR WARAN 
ит. 

分 析 。 第 (1) 小 题 是 一 个 轨 壕 作 图 问题 ,可 以 在 正方 体 的 表面 上 进行 ,由 AP = Ó 
不 难 想 到 取 正方 体 有 关 校 的 中 点 .对 于 第 (2) 小 题 的 计算 ,应 根 
据 第 (1) 小 题 作 图 的 情况 ,确定 所 剩余 几何 体 的 特征 ,然后 考虑 
如 何 去 计 算 . 

解 (1) 如 图 14 - 3, 依 次 到 BC .CD .DD .DA A: Bı . 
.8 这 六 条 楼 的 中 点 P..P,.P..P. 在 平面 ABCD、 
Арр, А, „АА,В,В N. ЦА УВС. ЕАР, 
БР. EP тж. 得 它们 所 对 圆心 角 ZPAP: = 
ДР,АР, = РАР, = arccos £. mus 
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«ЕК ZA СЮО,С, ‚С, Р, AB, .B,C,CB 内 分 别 以 .4,、B 为 国 心 .省 为 半径 作 


MEP. AP. FP за = Ж ENAR А KEN REFÊ. 


WI MAR P, P. P.P. P. P. P, 为 动 点 了 移动 的 轨迹 . 
《2) 由 (1) 知 , 动 线段 AP 将 正方 体 截 去 了 三 部 分 ,每 “部 分 是 以 A 为 顶点 \ 底 面 半径 


эуен 1 Н анн V 和 表面 积 S 分 别 为 


= 
2 16 


例 4 (第 5 局 1MO 试 题 ) 直角 的 一 边 经 过 已 知 点 A, 另 一 边 与 已 知 线段 BC 至 少 有 一 
个 公共 点 . 求 空间 中 该 直角 项 点 的 轨迹 . 

解法 1 所 求 的 轨迹 与 点 A 及 线段 BC 的 相对 位 置 有 关 , 现 在 考察 以 下 三 种 情况 ， 

CDA 在 BC 上 ,如 图 14 -4， 分 别 以 AB AC 为 直径 作 两 个 球 ,这 两 个 球 球面 上 和 球 内 
的 点 均 满足 条 件 , 故 它们 部 是 所 类 的 轨迹 . 


A EA ESY 


mua as mus 

(DA ECB 的 延长 线 上 ,如 图 14 - 5, 分 别 以 AB „AC 为 直径 作 丙 个 球 , 则 所 求 轨迹 是 
大 球面 上 的 点 ,以 及 在 大 球 内 但 不 在 小 球 内 的 点 . 这 是 因为 ,如 果 Q 是 小 球 内 的 点 ,过 Q 
作 垂直 于 AQ 的 平面 .那么 这 个 平 向 和 AC 的 交点 是 在 4 . 召 之 间 ,但 木 在 BC E. 

(DA 不 在 BC 或 其 延长 线 上 ,如 赂 14 - 6, 以 AB 为 直径 作 球 O, ,以 AC 为 直径 作 球 
O, WK eski O, # O. 上 的 点 都 属于 所 求 的 轨迹 . 这 是 因为 , 若 Y 是 这 样 的 点 , 则 
LAYB( 或 <AYC) 是 直角 ,又 凡是 在 球 O,( 或 球 O.) 内 而 不 在 球 O, (或 球 O.) 内 的 点 都 
属于 所 求 轨迹 . 事实 上 ,若是 这 样 的 点 ,AX 的 延长 线 交 球 O,( 或 球 O.) T Y, ORY WJ 
ZAY, BOR ZAY. C B ñ fh fi EX X B # ñ T AX 的 平面 和 BC 有 公共 点 ;但 车 同时 
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是 球 O, МЖ O, 内 的 点 , W AE 的 延长 线 交 球 O. CR О) 于 W,( 或 W:), 这 时 
ДАМ, Сб ZAW; B) RH ñi fa {EX E H # ñ T AE 的 平面 却 不 和 &C 相交 (交点 在 ВС 
MEKR LD. 

综合 以 上 二 种 情况 可 知 , 若 K. .K: 表示 球 O, O: 内 的 点 集 ,Ri К. KAR O ‚О. 内 
和 球面 上 的 点 集 , 则 所 求 的 轨迹 为 

(K, U RD)ACK N Ko. 

解法 2 设 轨 迹 为 M. 我 们 首先 在 一 个 平面 内 作 考察 . 如 
并 14-7,1 是 过 点 A 的 某 一 条 直线 ,过 线段 BC 上 的 任 一 点 
1 的 重 线 , 交 ! 于 X , 则 点 X 属于 轨迹 AM. 8 
ОВТ ААА X 的 轨迹 构成 一 条 线段 BC ,其 端点 
H B.C PJ ERRATE. 当 直 线 :变动 时 .有 B , 
分 别 以 AB AC ЗЕВС, ‚б; ОЧ у A fa B RC 重合 时 , 则 


变 成 一 点 A) ,点 X 的 轨迹 AM 是 这 两 个 圆周 G, G: ,以 及 在 一 个 
圆 的 外 部 ,同时 又 在 另 一 个 圆 的 内 部 的 平面 部 分 . 即 图 14 -7 中 mu? 
的 阴影 部 分 . 


上 面 的 结论 不 难 推广 到 三 维 空间 的 情形 . 事实 上 ,如 果 我 们 分 别 过 В.С 对 所 有 的 过 
点 入 的 直线 1! 作 相 应 的 重 直 平面, 那么 交点 的 轨迹 分 别 构成 以 AB AC 为 直径 的 球面 K,、 
Kı A MIB RC 重合 时 , 则 变 成 一 点 A). Н ЖЛ, [Ж M 是 两 个 球面 K,、K; .以 
及 在 一 个 球面 的 外 部 ,同时 又 在 另 一 个 球面 的 内 部 的 空间 部 分 

评注 上面 求 得 的 软 过 ,包括 BC 上 的 点 ,这 样 的 点 ,可 以 看 作 无 限 接近 于 BC 的 点 
但 严 属地 说 .所 求 的 加 加 以 感 去 BC 上 的 点 为 宜 . 

例 5 ”证明 :可 以 用 楼 长 相同 的 正四 面体 或 正八 面体 来 填 满 三 维 空间 ,并 求 出 比值 : 


正四 面体 的 个 数 
正八 面体 的 个 数 ” 


证 明 ”空间 可 以 用 格 点 立方 体 填 满 ,通过 仿 射 变换 ,所 有 的 并 方 体 都 变 成 平行 六 面 
体 ,这 个 平行 六 面体 的 各 面 是 锐角 为 60" 的 六 个 全 等 的 萎 形 . 

每 一 个 平行 六 面体 的 两 个 相对 的 三 面 角 均 为 锐角 的 硕 点 处 ,各 可 切 出 一 个 正四 面体 
而 剩余 一 个 正八 面体 . 

申 此 立即 得 到 所 求 的 比值 为 : 


正四 面体 的 个 数 
正八 面体 的 个 数 


评注 ”这 是 一 个 非常 规 问题 ,上 面 给 出 的 解法 巧妙 之 处 在 于 并 不 拘泥 于 如 何 用 正四 
休 和 正八 面体 填 满 三 维 空间 ,而 是 由 格 点 立方 体 可 以 证 满 空间 这 一 事实 入 手 , 应 用 仿 射 
变换 , 先 把 立方 体 变 成 各 面 均 为 含有 锐角 60° 的 平行 六 面体 再 背 这 样 的 平行 方面 体 切 割 
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出 正四 面体 和 正八 面体 . 这 里 仿 射 变换 起 了 重要 的 作用 - 

例 6 证 明 :在 一 维 空间 中 .和 白 原 * 世 的 射线 两 两 的 夹 角 若 都 不 超过 皇 , 那 么 这 样 
的 射线 不 超过 27 Ж. 

分 析 我 们 知道 .在 二 维 平面 上 , 若 自 原点 引出 的 射线 两 两 的 夹 角 都 不 超过 于, 那么 


这 样 的 射线 总 数 不 超 过 9 条 . 这 个 命题 可 用 反 证 法 或 抽 展 原理 证 明 , 由 此 启示 我 们 也 可 以 
用 反 证 法 来 证 明 本 题 . 


证 明 ”假设 自 原点 引出 28 条 射线 .两 两 的 夹 角 痢 不 超过 至 现 以 每 条 射线 为 轴 , 作 


以 端点 O 为 顶点 的 园 锥 ,圆锥 母线 与 办 的 夹 角 均 为 各 ,这 些 国难 互 不 重重， 
以 OKRO — 1 的 球 ,上 述 圆 锥 在 球面 上 截 得 28 个 互 不 重 登 的 球 冠 ,每 
个 球 冠 的 面积 为 2xh = 2r( 1 =}. 由 于 


(1-с к) 28| E 


= 14(2— V2 +E) > 1402 — 1.85) = 14x0. 15 > 2, 
所 以 28 个 球 冠 的 面积 之 和 大 于 整个 球 的 面积 结 x, 这 些 球 冠 4 KAIM. 


故 自 原点 O 引出 的 射线 不 超过 27 Ж. 
评注 事实 上 ,由 于 一 -一 -< 27, 所 以 本 是 中 的 27 条 可 以 改进 为 26 F. 
1 — сох — 
例 7 第 15 IMO 试题 ) 4 fa] E 5 TETER ИЯ КОВНИК МСА В 是 
M 中 任意 两 点 , 则 我 们 可 以 在 M PB R CD 两 点 ,使 直线 AB 和 CD 互相 平行 但 不 重合 . 
分 析 。 为 了 说 明 满足 条 件 的 有 限 点 集 M 存在 ,只 要 能 从 
所 有 可 能 的 例 于 中 闪 出 其 中 的 一 个 就行 了 , 当然, 应 大 限于 我 。 /一 


们 熟悉 的 几何 体 , 下面 给 出 几 种 不 同 的 构造 方法 - 9 р, 10 


解法 1 我们 将 实际 作出 两 个 适合 题 意 的 点 集 M. MM. 
证 明 这 样 的 点 集 存在 . 
M 是 含有 10 个 点 的 点 集 , 它 包括 一 立方 体 的 8 个 项 点 ,及 
该 立方 体 中 心 关 于 相对 两 面 对 称 的 两 个 点 . 如 图 14 -8 所 示 , 显 =н 
RM 满足 题 设 的 条 件 . 

M, 是 含有 27 个 点 的 点 集 ,这 27 个 点 是 一 个 2x2X2 的 立方 体 的 
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各 面 上 的 26 个 格 点 ,如 图 14-9 所 示 . M; 亦 即 是 空间 中 坐标 4 
为 {x1 .rs era) 的 27 个 点 ,其 中 每 个 x 的 值 可 取 一 1.0 或 1. 
容易 验证 ,M: 也 满足 题 设 的 条 件 . 

解法 2 为 了 证 明 这 样 -个 点 集 存在 ,我 们 给 出 一 个 
+. 

iE п Щн > A.R P.P... P. 与 QQ 
Q. 是 两 个 全 等 的 w 边 形 的 对 应 顶点 ,它们 在 两 个 不 同 的 平 
行 平 面 上 ,县 分 别 具 有 对 称 中 心 5Q, PQ, = РО: = Y 


1,2,…,m) ,另外 ,在 两 平面 的 外 侧 , 分 别 在 PQ 的 延长 线 上 mu- 
取 尺 ,S 两 点 ,使 RO = OS = PQ. k Ë O J PQ 的 中 点 . 这 个 含有 2n 十 2 个 点 的 点 集 
ФР Рао. Qi QQ RS AE RIF. 


DRAB PP GA 3) PQ RR SAME RAME. RANE. 

(2) RAB ÈP, QG Z j) PQ, 不 通过 ,只 要 找 出 这 两 点 关于 0 〇 的 对 称 点 C.D. 

(3) # A.B JE P,Q, G = j). PQ, 通过 0, 则 可 有 取 C = R.D = Р, RC — QL 
S JEP P”, Ж» WE P, Pa P. th fü P, 相对 的 顶点 ,Q', E n ЮО. О, 中 和 Q, 相对 
的 项 点， 

(0 著 A.B 中 有 一 点 为 R 或 S, 另 一 点 为 P, 或 Q, ,情形 和 (3) 类 似 . 

解法 3 种 简单 的 解法 如 下 : 取 三 个 相等 的 长 方 体 ,把 它们 

-个 挨 一 个 地 排 好 ,如 图 14 - 10, 这 样 当中 一 个 长 方 体 的 8 个 顶点 和 

两 旁 两 个 长 方 体 的 中 心 就 组 成 了 满足 题 设 条 件 的 点 集 , 这 个 集合 由 
10 个 点 组 成 

上 述 方 法 可 以 作 如 下 推广 . 设 为 不 小 于 4 的 任意 偶数 ,在 给 定 
的 两 个 平行 平面 上 分 别 作 两 个 РА А-А. 和 8B,8:…B, ВЕ 
n MEA A... A. 有 对 称 中 心 P on ШЖ B. В.В, 有 对 称 中 心 Q, 并 
H 


n). 


AB, = Рд = 1.2 
PA R AA S AE 
O = @ = PÄ. 
其 中 ,0 是 线段 PQ 的 中 点 ,如 图 14 - 11 所 示 ,于 是 点 集 
M = (АА A Bi ВоВ, R.S) 
关于 点 O 对 称 . 
设 A.B 是 集合 M 中 的 两 个 
的 对 称 点 作为 点 (和 点 口 ,显然 必 有 AB // CD: tn АВ 经 过 点 0, 这 时 只 有 下 列 两 种 可 


тип 
点 ,如 果 АВ 不 经 过 O, 那 么 分 别 取 点 A 和 点 B 关 于 点 中 
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ДАТА, 中 , 设 点 A 关于 多 边 形 中 心 P 的 对 称 点 为 4 于 是 有 
SA” = SP + РАЎ = SP — РА = РО— РА = АО. 
НГ SA // АО // AB. 


Н.С S,D “, 便 满足 题 意 - 

评注 ”解法 1 中 AM 是 解法 2 中 的 一 个 特例 ,解法 3 利用 向 量 来 处 理 , 解 得 更 
ELE . 

例 8 RU Lin si EA: АН п E SHAK. CM hi ЯТ - 
ТА. 


EM 这 个 点 两 两 相连 ,得 Cl 条 直线 .与 其 中 ЖЖ НК) {ИЕ £ C; 
个 ,在 球面 上 截 得 至 多 С; 个 大 圆 . 又 过 每 两 个 已 知 点 作 一 大 圆 , 上 述 大 加 的 总 数 有 限 , A 
此 ,一 定 有 一 条 直径 , 它 的 两 端 均 不 在 上 述 大 较 上 ,以 这 两 端点 为 南北 极 , 建 立 起 经 纬度 
则 每 两 个 已 知 点 的 经 纬度 均 不 相同 (否则 ,两 点 的 连 线 与 过 南 LRN KERD. F 
Hti п 一 上 个 纬 线圈 将 球面 分 为 上 个 地 带 , 每 个 地 带 愉 有 一 个 已 知 点 , 

将 第 一 个 地 带 用 经 线 等 分 为 n 份 ,使 那个 已 知 点 在 某 … 份 的 内 部 .将 这 份 记 为 
ААЛ WEWE E Av, 内 部 

ОМ Е THERE E R pn B Axi A... МЕВА EDS JF LF 


- 份 可 用 相 邻 的 “ 份 绕 地 轴 ( 南 北极 的 连 线 ) жн? 而 得 到 . 考虑 第 十 1 个 地 带 B... 


B. 中 有 一 个 已 知 点 . 这 … 地 带 的 上 面 一 个 纬度 围 被 等 分 为 ” 份 ,分 别 属 于 A,， 
Л ЯН n 条 经 线 将 B, 等 分 为 份 , 设 已 知 点 在 第 m 份 中 . 

将 Bui MERIA [Em HDI EOK m< k+l at, 
М тн та n a ЕТЕ RUR ЕА 
已 知 点 (这 些 纬 线 之 间 的 虐 离 相等 ). 每 一 层 被 ， 条 经 
REH n 份 ,其 中 第 2.4.….2[m 一 (十 1)] RR EES 
条 经 线 等 分 ,第 1. [m 一 (k+1)] 一 1 层 被 男 n 条 经 线 等 
分 ,这 条 经 线 呈 由 前 条 旋转 而 得 到 的 . 

M 14 - 12 中 打上 阴影 的 部 分 与 А 合并 . 记 为 изен 


Акка M Ariea ейн Л. Ce AE TE SERO 便 得 出 其 他 的 n 18 A (l< i< 
ei 中 前 大 十 1 份 各 含 一 个 已 知 


mi k+ DJUP Aci ОА... RIA, 
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жона багна — BPE вадене ZT 而 得 到 . 
这 样 继续 下 去 ,最 终 得 出 n TEMA. ‚А... A. КЫЯ EA 
шы 时 ,每 个 区 域 变 为 与 它 相 邻 的 区 域 ,因此 它们 是 全 等 的 - 


评注 ”本 题 先 通过 作 图 说 明 这 样 的 划分 是 可 以 进行 的 ,然后 用 数学 归纳 法 证 明 是 正 
же. 


ХЕ ERB 


思考 题 ! (第 2 届 1MO 试 题 ) 已 知 正方 体 ABCD 一 A,BICID,,P.Q 分 别 是 线段 AC 、 
В.р, 上 的 动 点 . 

СО 求 线段 PQ 中 点 M 的 轨迹 ; 

(2) U R ERR PQ 上 的 点 , 且 满足 RQ = 2PR RR MUR. 

分 析 ”由 于 AC MIB, D, 是 两 条 互相 季 直 的 异 面 直 线 , 所 以 第 (1) 小 题 似乎 与 本 讲 中 
的 例 1 类 似 , 但 不 同 的 是 线段 PQ 的 长 度 在 变化 ,因此 它们 有 本 质 上 的 益 异 . 

解 〈1) 当 也 为 AC 的 端点 A 或 C,Q В. Р, 的 端点 B. 或 DD， D, 
时 ,对 应 的 线段 PQ $ ME AD, „АВ, ,CD, ,CB,, 设 它们 的 中 点 分 4 
别 为 E.F,G,H, 这 四 个 点 是 所 求 轨迹 上 四 个 特殊 的 点 ,如 图 14 - 
13, 


连接 EF .PH „HG СЕЕ AAB, D, ФЕР // D, B, „H EF = 
Трв, тя HG / D.B... HG = 20.8, я 4 í 


EF // HG,R EF = H 


1 
+D:B.. 


从 而 ,EFGH 为 平行 四 边 形 . 


ХАС В. EF | HG Ak EFGH REDE CHAKI Eat 表示 正方 体 的 


z 
RK. 

当 点 Р.О SHITEREL ACB D, 上 运动 时 .线段 PQ 的 中 点 M 的 轨迹 就 是 上 述 正方 
J EFGH 的 内 部 (包括 边界 ). 下 面 我 们 来 证 明 这 个 结论 - 

设 Q 是 B,D, 上 任意 一 点 .连接 A、.C 分 别 交 EF.GH FAK L. {E AAB, D 中 ,因为 
ЕЕ 7 DB, «EE FAD, 的 中 点 ,所 以 K 为 AQ 的 中 点 . 同 理 ,4 为 CQ 的 因此 ,KL 
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为 AQAC 的 中 位 线 ,Q SAC 上 任 一 点 P 所 连 线段 PQ 的 中 点 M 必 在 线段 KL 上 , 且 KL 
人 AC ,KI // FG / EH KRB KL 上 各 点 都 在 正方 形 EFGH 内 部 ,从 而 点 M 必 在 正方 
Ж EFGH 的 内 部 ( 当 P.Q 中 有 一 点 是 AC R B,D: 的 端点 时 ,点 M 在 正方 形 EFGH 的 边 
ж). 
再 证 明正 方 
AC.Q € В.р). 
Ў М 是 正方 形 EFGH 内 的 任 一 点 ,过 点 M fE KLFG ,分 别 交 EF .GH T K 上 .连接 
K 与 B.D, 相交 于 QQ. 显 然 K АО 的 中 点 . 连接 CQ 必 过 点 上 . 于 是 ,KL 在 平面 QAC 上 ， 
从 而 M 在 平面 QAC 上 . 连接 QM 并 延长 必 与 AC 相交 , 设 交点 为 P. 由 KL // FG 可 知 KI 
# АС ,并且 K 是 QA 的 中 点 ,所 以 M 必 为 线段 PQ 的 中 点 . 
和 由 此 可 见 , 也 求 点 M 的 轨 连 为 正方 形 EFGH 的 内 部 (包括 边界 ) ,这 个 正方 形 的 边 长 


É EFGH 内 部 (包括 边界 ) 的 任 一 点 M 必定 是 某 一 线段 PQ 的 中 点 (PE 


(2) 与 (1) 相仿 .可 得 RQ = 2PR 的 动 点 RR IAE E'F'G'H 的 内 部 (包括 边 
四), 且 这 个 矩形 的 边 长 分 别 为 Ya т?б, 

评注 KLA SLT A ELE LO I PH ER MEL 
% htt Ж vÀ k эч A= Àb Ж. Ж. Ж тй. PEELE EIEEE ЗИ 反之 ,又 证 明了 这 个 正 
FEMA OEE FEKE PQ HPA ka RE ГҮҮ ҮҮ ҮҮ DR. 

思考 题 2 在 一 个 锐 二 面 角 内 有 一 个 与 两 半 平面 都 相 切 的 球 O. 分 别 在 球面 和 二 而 
角 的 天 个 半 平面 上 各 求 一 点 A.B,C, 使 AABC 的 周 长 ( 记 为 snw ) 最 小 . 

分 析 。 可 通过 作对 称 点 确定 SABC MK fJ BN. 
1 A 以 及 两 个 半 平面 上 的 两 点 B.C 构成 的 SABC. 
后 通过 局 部 调整 ,使 AABC 的 周 长 最 小 - 

OD о ВОЯЖ А 为 二 面 角 内 一 点 , 作 点 
A 关于 两 个 半 平 而 的 对 称 点 A A ,连接 A A. 分别 交 a.p 于 B.C，4 
如 图 14 - 14. 当 点 A 给 定 后 ,所 得 SABC 周 长 最 小 . 这 是 因为 

ла = AB + BC + СА = A.B + BC +СА, = A A. 

EEA В, O, 不 全 在 直线 A,A, 上 , 则 有 

kame, АВ + ВС, + С,А, > AA, = Las 

(D (ERUR А АА, о FEAA: ЖШ AFF. 
WH AE | HAF 1 4 所 以 1 | 平面 AEF. 设 平面 AEF X1 FG. М 14-14 
Ш ДЕЕ = 0.H AG | 1. 
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3 sinê. 
мє 取得 最 小 值 , 即 点 A 到 1/ 的 距离 最 小 时 ,所 得 ДАВС 周 长 
вл. 

根据 以 上 分 析 , 得 到 和、B、C 三 点 的 作法 如 下 :由 球 心 0 向 ! E ER ERÎF A 点 , 则 
球面 上 А 点 到 ! 的 距离 最 小 , 青 由 (1) 利用 对 称 方法 得 到 B.C, 故 人 AABC 即 为 所 求 . 


一 、 选 择 题 
1. 如 图 14-15, 在 正方 体 ABCD — A, B,C, D, P, ME ABBA, 


йй À. 已 到 底 而 ABCD 的 距离 等 二 到 直线 B,C ERE 2 #@,М O 
在 侧面 ABBA, WH $ P W ЖЖ 


AA. 一 条 线段 B. 圆 的 一 部 分 

C. WE e — BF D. 双 曲 线 的 一 部 分 

2. 议 互相 天 直 的 两 条 并 面 直线 的 距离 为 d 有 一 条 长 度 为 定 值 4 dj 
I> BRR PO HAM AAHERE RELA EB HA mili 
f PQ fP A M o 

A. 必 落 在 网 一 条 直线 上 必 落 在 同一 个 加 上 

C.B E Fl ~ fm E D. 不 在 同一 个 平面 内 

з. 已 知 两 个 点 ,那么 其 中 一 个 点 在 经 过 另 一 点 的 所 有 平面 上 射影 的 教 连 是 Q C O 

А-н в. 一 个 加 

C. PEER E NEK о. 一 个 球面 

二 .填空 是 


一 动 点 , 且 满 足 MA: + MB: = MC 十 MD:, 则 志 M 


4. 已 如 四面 体 ABCD,M 为 空 
的 轨迹 是 
5. 《第 FORFAR HEREKE) 已 知 正方 体 ABCD — A, B/C, D, ЙК Ж 


ек» E 5 KA ER ALÊ 的 点 的 集合 形成 一 曲线 (此 雪线 不 一 定 在 同一 平面 
上 ). 则 此 曲线 的 长 度 为 
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三 、 解 答题 


6 已 知 平面 = 及 P WA A 5 B.P A H 上 的 动 点 . FAR PA、PB 与 平面 
a 所 成 的 角 相 等 , 求 PP 点 的 轨迹 . 

Т. (2003 年 罗马 尼 亚 数 学 竞赛 试题 ) 在 一 个 正方 体内 部 有 2003 个 点 ,证 明 : 可 以 将 这 
个 正方 体 分 为 至 少 2003° 个 小 正方 体 ,使 得 所 给 的 任 一 已 知 点 在 同一 个 小 正方 体内 (而 不 
ER r). 

B. (2005 年 克罗地亚 数学 竞赛 试题 ) ШАНАК Ай. НАН = 
面 角 表 面 的 距离 的 和 等 于 给 定 的 正 数 a. 

9 f LP н № ) 平面 ,其 中 任何 平面 都 有 一 个 公共 点 ,但 没有 三 个 


以 上 的 平面 通过 同一 个 点 . 证 明 : 在 这 由 个 平面 将 空间 分 成 的 部 分 中 ,有 不 少 于 2a 二 


四 面体 . 

10，(2004 年 白 像 罗斯 数学 竞赛 试题 ) 如 图 14- 16, 已 是 正方 体 
ABCD — A,B,C, D, HŪ ABC, D. ~~ A it E8 АВАР. 
BDECAAH 1, А E Ж.Ж Е— Kh 5 тА 
li dash dl HWZ. 

11. (2003 4 4 F HIKER RIKE) 已 知 一 个 10X 10 X 10 的 
立方 体格 ,ABC 三 个 人 按 如 下 规则 做 游戏 ,他 们 以 (A,B,C,A， 
В.С.) 的 次 序 轮流 进行 ,分 别 从 三 个 不 同 的 方向 将 1X1X10 的 и 
在 形 物 帮 进 立方 体格 内 ,每 个 人 有 一 个 方向 , 且 他 必须 将 砖 形 物 总 
以 这 个 方向 放 团 . 砖 形 物 应 该 全 部 放 入 已 知 的 立方 体格 内 ,可 以 相 
部 ,但 不 能 重 熏 . 求 这 种 游戏 最 多 进行 多 少 轮 ? 

12, (2004 年 爱沙尼亚 数学 竞赛 试题 ) 一 个 西 多 面体 被 称 为 "足球 体 ”， 满 足下 列 性 
W. 

人 每 个 面 要 么 是 正 五 边 形 .要 么 是 正六 边 形 + 

O 与 五 边 形 的 面相 邻 的 面 都 是 六 迪 形 ,其 中 两 个 面相 邻 是 指 这 两 个 面 有 一 条 公共 的 


ТЕП 


W. 


RA RRE” PA T AE a FE th ЖШ fo XK 38 ЖШ 4 &. 
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在 高 中 数学 竞赛 中 ,与 立体 几何 有 关 的 综合 问题 虽然 不 是 很 多 ,但 也 时 有 出 现 , 并 有 
JEN M 00 385. 

чї ЖЛ RHEE Ш, У, РЈ = ffi sñ tk КАРС W Hi JU dl W DJ Hi 
Ж. 特别 是 与 数论 .平面 几何 ,组合 数 学 相关 的 综合 题 最 受 竞赛 命题 者 的 青睐. 

本 讲 主要 通过 例题 , 谈 谈 立体 几何 综合 题 的 解 题 思路 . 


ШҮ, 


例 1 (2002 年 全 国 商 中 数学 联赛 试题 ) НН r = y. =—4y.r = 4 r =— 4 
成 的 疼 形 绕 y 轴 旋转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 为 Vi W r у 16.27 (у 2) 24, 
жї + (у+)* > 4 @ ж б. у) 组 成 的 图 形 绕 y 轴 旋转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 为 V, , 则 V, 
УУ 满足 关系 式 … Сә 

е „Суши. сий 

分 析 图 15-1 和 疼 15-2 中 两 个 平面 图 形 (阴影 部 分 ) SE y 轴 旋转 一 周 所 得 两 个 旋 
转 体 都 不 是 "常规 "的 几何 体 ,不 能 通过 计算 体积 的 方法 来 处 理 , 因 此 可 考 虞 应 用 祖 晒 原 
理 来 判断 V 5 V; МАЖ. 
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И] A 15-2 
mM ЫЛРИ WAK (F HEE SEEEN MEE 8 УЕ 
直 的 平面 截 这 两 个 旋转 体 , 设 截面 与 原点 的 号 离 为 | y , 则 所 得 截面 的 面 税 分 别 为 


S =t Aly = ir(4—|y!), 
Ss = то yl (2-1 y Dj = hr4—iyl) 
因此 ,Si 


тїш у. C. 

评注 ”这 是 一 得 立体 几何 与 解析 几何 的 综合 题 , 设 计 优 闫 ,是 一 迁 很 好 的 小 综合 是 
另外 , 祖 卓 原理 判断 两 个 形状 不 同 的 几何 体 体积 相等 的 重要 依据 

例 2 连接 下 多 面体 各 个 面 的 中 心得 到 一 个 新 的 下 多 面体 ,我 们 称 这 个 新 让 多 面体 
为 原 多 面体 的 正 子 体 ,一 正方 体 T, 的 表面 积 为 5， 16, 它 的 正 子 体 为 了: ,表面 积 为 S: ， 
f. 的 正 子 体 为 T,, 表 面积 为 $ ，…… 如 此 下 去 , 记 第 ”个 正 子 体 T, 的 表面 积 为 5, 则 
lim(S, + Š, + ~ 

分 析 首先 从 确定 各 正 子 体 的 形状 人 于 ,然后 通过 计算 推导 形状 相同 的 相 邻 两 千 体 
校长 的 关系 , 理 看 它们 的 表面 积 所 构成 数列 的 特点 ,转化 为 数列 的 求 和 问题 ， 

й WRAT, T. 均 为 正方 体 ,T:,T,，…… 为 正八 面体 . 设 卫 (一 12 


S. 


的 楼 长 为 .如 图 15 - 3, 易 知 as = У 


mus 


айй 15 -4. 计 算得 CH = LBD = 
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BMH TEEN nF 


= 18+33. 


评注 WF T.T. 


m 均 为 正 入 面体 ,所 以 Si，S， 


fo S. 
S. AMAR T EFER FKKS. 


例 3 ”如果 一 个 ww 三 4) 面体 共 有 个 面 是 直角 三 角形 .那么 称 这 个 面体 的 直 度 为 于， 


CD 请 构造 一 个 直 度 是 卫 的 四 面体 

(2) 是 否 存在 真 度 为 1 的 四 面体 ?请 说 明理 由 ; 

(3) #—1 п 面体 的 直 度 为 1, 校 数 为 上 , 试 将 表示 成 的 两 数 ; 

(4) 证 存在 直 度 1 的 五 面体 

分 析 。 第 (1) .(2) 小 古 帮 可 以 在 长 方 体 由 构造 出 来 . 对 于 第 (3) 小 是 ,可 通过 分 析 n 
面体 的 面 数 和 校 数 的 关系 素 建 立 ”和 上 的 函数 关系 , 对 于 第 (4) 小 题 ,可 在 (3) 的 基础 上 ， 
通过 奇偶 分 析 得 到 证 明 - 

和 解 (1) 在 图 15 - 5(a) 所 示 的 长 方 体 中 ,四 面体 ABCD RAAI 的 四 面体 


(2) 存在 直 度 为 ! 的 四 面体 ,如 岁 15 - 5(b) 所 示 的 四 面体 ABCD. 
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《3) 因为 面体 的 直 度 为 1, 所 以 它 的 个 面 都 是 直角 三 角形 ,从 而 它 的 每 个 面 均 含 有 
3 RK. HORE Thi. TEH 


= 3n k = Фп. 
2k = Bn k = $n. 


《4 由 (3) 知 , 直 度 为 1 的 п ЮКЕ In RAE = За. 


因此 ,当面 体 的 直 度 为 1 时 .n 必 为 偶数 . 而 n= 5 不 是 偶数 , 故 不 存在 直 度 为 1 的 五 
面体 . 

评注 本题 由 具体 到 抽象 ,由 特 珠 到 一 般 , 是 一 道 立 体 几何 与 简单 数论 的 综合 是 

例 4 在 RtAABC h, ZC = 90°, ДЕ АВ 所 在 直线 为 轴 将 全 ABC 旋转 一 周 生 成 


两 个 圆锥 , 设 这 两 个 轩 维 的 侧面 积 之 和 为 S, 人 ABC HADEME 5' а EEA = 


DRRR SO 一 Š 的 解析 式 , 并 求 其 定义 域 ， 


《2) 求 函数 fC) 的 最 小 值 
分 析 ”首先 画册 直观 图 (如 图 15 6) ,显然 两 个 圆锥 的 侧面 积 А 


和 人 AABC 的 内 切 轩 面 积 者 可 以 用 AABC 的 边 长 表示 ,理由 

I x, 即 可 求 出 /(x) 的 表达 式 . 至 于 如 何 求 函 数 1(z) 的 ”了 т 
定义 城 和 最 小 值 ,这 需 根据 函数 / (7 表达 式 的 特点 来 确定 

解 (1) 为 方便 起 见 , 设 BC = a,CA = b,AB = с. L 815-6 


< 


окна а Zah eb = "са +5), 


(a+b o 
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因此 号 


sin(A t 1)S1m1< I< 2. 


усо = 26 


2 даннар 


2—1 


Dfi = AED + ара e A ° 


Фа=т—10</ 


Ю.М О 式 可 化 为 


go = a 
ои <n 5T — L,Y 


кар gu) = 20 =h + 4 ( 


ы = 8 
2 о (1¬ 7e): 


BNO <и < SVE- LAA е < 0.0 и < Tuk 1 Ê <o, 

WC, g(t, — gd > 0 gin) > йа). 

жо EOV- D 上 十 减 函数 . 

T. = YZ 一 1, 即 >=VZ 时 ,J(z)-- = 6/2+8. 

评注 这 是 一 道 立 体 几何 与 函数 的 综合 题 , 示 题 设置 了 三 个 关卡 :( | ) 由 四 式 如 何 
Аа рос С 的 表达 式 ?我 们 首先 近 所 出 了 一 个 隐 含 条 件 of 十 好 m= ,并 


ЫЧ ума жейт Fb J abe CD 为 了 确定 函数 的 定义 城 , 我 们 又 回 到 
RtAABC 中 ,得 到 了 一 VZsin(A+ tnx = A RK OAK e 
MAOD ARER уст) = EDE < < VD 的 最 小 值 时 ， 


Жп flr) 的 表达 式 进行 了 适当 的 变形 ,得 到 OD Krk FT 


利用 均值 不 等 式 解决 (读者 不 妨 一 试 ), 但 我 们 选择 了 一 个 重要 函 < 
教 的 单 油性 解决 了 问题 ,值得 重 视 . سے‎ 


例 5 如 图 15-7, 在 一 圆 形 湖泊 周边 的 三 点 A.B.C 处 测量 直 
立 于 潮 岸 土 口 点 处 的 旗杆 DP ВЯ а В.а. 如 果 AB = a, 


图 15- 了 
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5, 试 证 明 旗杆 的 高 为 


DP = раг mee = 

分 析 APDA .人 PDB ,人 PDC вай. РАР —a.ZPBD = g.ZPCD 
= 。 均 为 已 知 ,但 是 由 于 AD .BD ,CD 的 长 都 不 知道 ,所 以 要 在 这 三 个 直角 
求 DP 是 有 困难 的 .如 果 让 DP 参与 运算 . 则 AD .BD .CD 都 可 以 用 DP 表示 ,再 借助 于 
AB = a, BC 一 ,可 以 设法 在 国内 楼 四 边 形 ABCD 中 建立 关于 DP 的 方程, 通过 解 方程 求 
出 DP。 

证 明 DP 一 全 则 在 RtAPDA .Rt 人 PDB .Rt 和 APDC 中 ,有 AD = h cose, BD = 
cowB,CD = h cosa, 

在 AABD 和 ABCD 中 ,由 余弦 定理 ,得 
а соба сохр, 

Zah cosa 


cosZBAD = 


А „р — Ë + h'cos'a — 
соха BCD сока 1 


因为 四 边 形 ABCD HAARE ЯТ Z BAD + ВСР” = 180°, ЯТ cosZ BAD + 
cosZBCD = 0, 即 
aith 


сокр. E + h'eos'a 一 全 co 有 _ o, 
сока 2M cosa 


ЧЕЙИ ар +h costa — h’ cosè p = 0. 


MI - ет =. 


J cos? f~ costa = © 


acos f — cos asin! 


k: sinî asin" й 


_ (sinacosg + cosasing) (sinacos8 — cosasinp) 


sin'asin' f 


— sinta + эша — D) 


sin asin f 


А = DP = sinasing. TPA 

评注 ”这 是 一 道 才学 味 较 浪 的 综合 应 用 性 问题 ,需要 具有 一 定 的 空间 起 像 能 力 和 还 
辑 思 维 能 力 ,主要 考查 方程 思想 和 三 角 恒 等 变 接 ， 

例 6 (2002 年 湖南 省 高 中 数学 竞赛 试题 ) 设 长 方 体 的 长 、 宽 、 高 分 别 是 为 a.b.c， 对 
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角 线 长 为 上 求证 : 

Cad Be) > 512a'b' e", 

И СИЕЗ abc 分 布 在 不 等 号 两 边 ,所 以 首先 入 要 集中 
变量 ,并 作 适 当 的 换 元 ,利用 均值 木 等 式 证 明 . 当然 ,我 们 也 可 以 从 局 部 人 手 , 艾 如 先 对 也 
та RITE HRM TES FRIED = a + HRR ARET HRAT 
01 с ART GEN. 

证 法 1 ИЖЕ 


(919061) 0). ® 
Шут б s :得 十 y 二 < 一 1 从 而 不 等 式 QD 
可 写 为 
agase ° 
因为 上 үө 9 ажа) ожау) 
2050112 уу) 
> > 


ү —1)> # = 512, 即 加 成立 .从 而 @ йй. 
С атй БС со) 2 S122 bc. 
证 法 2 因为 三 一直 十 天 十 ,所 以 
а = 08 аа +a) 
= (O Hea +b + с) 
> 2k (2a? + 2k) 
> Babe К. 
HARY = 二 < 时 ,上 式 等 号 同时 成 立 . 
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ВЯ 一 > Babe а — с > Babe vab. 

以 上 三 式 相 乘 ,得 

ad ВЭ — et) 2 Sabet. 

#7 由 面体 ABCD 的 内 切 球 球 O 分 别 与 面 ABD 、 面 BCD ЮТА Е.Е. 证 明 : 
ZAEB = ZCFD. 

分 析 ”这 是 一 遭 平面 儿 何 味 极 浓 的 立体 几何 题 \ 首 先 应 作出 直观 图 ,注意 到 面 ABD 
与 面 ВСР 的 公共 棱 长 BD ,可 先 考虑 证 明 两 切 点 王 ,下 对 楼 BD 所 张 的 角 相等 ,然后 通过 三 
角形 的 内 角 和 为 180", 逐 步 进行 推导 . 

证 明 ”如 赂 15 - 8, 为 叙述 方程 ,将 内 切 球 球 O 在 面 BCD 、 
而 CDA „ii DAB „Ti ABC 上 的 切 点 分 别 改 记 为 Ao .Bo.Co Do, 
TÉ E = C,.F = Ао. 

设 球 0 的 半径 为 АВЕ BD 1 ОА ОС. BEE EY Р.А 

CoP = ХОР ОСБ VOP т = AP. 

A AP | BD.C,P | BD, 所 以 

BA, = BCopAao = DC. 

从 而 ABAD 天 ABCoD, 则 二 BAoD = ZBC,D. 

也 就 是 说 , 相 邻 两 面 ABD ,BCD 上 的 切 点 Co、A 对 杰 BD 
所 张 的 角 相 等 ,其 他 校 的 情况 与 此 类 似 . 

在 AABD 中 , 设 人 ACoB = a, Z BCoD = В. ZACoD = г. 

a + B+ y = 360°. Ф 

FÆ, ДАРВ = а. Z ВА = В. ZAB,D = y. 

t ABCD 中 , 设 ZCA,D = a, , ВАоС = у. 

B АВАР = В. 

а +8+ = 360°. 

Та +y =а+у. ® 

在 AABC Ф, ZAD,B = ZAC,B = a, Z BDoC = LBAdC = у. 


设 ADC = 8. 

а+&+ = 360°. Ф 
Ж AACD 中 .LABiC = 8. ZCB,D = а. 2АВо = y, W 

а +В + y = 360°, Ф 


Ф+Ф Hla + у, )Са + у) +28, = 720°. 
据 此 及 加 ,得 2(o 十 力 十 28. = 720°. 
Tü a+ y + B = 360°. ® 
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h (O.G Re = 8 А.Ф Жи 

а +Ё+ y = 360°. ® 

h DO fa = aii ZAC,B = /СА„р. 

Ж ZAEB = ZCFD. 

例 8 如果 一 个 四 面体 在 一 个 顶点 处 的 三 个 面 角 均 为 直角 ,那么 称 这 个 四 面体 为 三 
直角 由 面体 -求证 :存在 一 个 三 直角 四 面体 ,其 六 条 棱 的 长 度 背 为 正 整 数 . 

分 析 ”这 是 一 道 立体 几何 与 数论 的 综合 题 ,类 似 于 平面 几何 中 的 勾 股 数组 ,下 面 给 
出 一 种 构造 性 证 法 . 

EM (D Gry 为 整数 , 且 满 足以 下 两 个 条 件 : 


Ф 
° 
(2) 如 图 15-9. 对 于 三 直角 四 面体 A 一 BCD(BAC = ZCAD 
= ZDAB = 90°). AB zy — z) |,АС =| 2ryz |sAD = 
13( —27) | „ХЕ RABAC, RIACAD 中 ,有 
BC = ХАВ FAC =| x(y +z) |. 2 8 
CD = JAC FAD =| yr +z) |. 
在 RiADAB 中 ,由 四 及 勾 股 定理 ,得 с 
вр = VAB FAD = 二 | atola- + У7]11=1. тэ 
因为 (I 一 2 一 六 一 (7 一 2 十 (I 一 2 一 攻 , 且 x 一 = 十 y 与 一 + 一 y 有 相同 的 奇 


偶 性 ,所 以 BD 的 长 为 整数 . 
由 此 可 见 , 只 要 二 个 整数 了、y\= 满足 Q .中 , 即 可 获得 楼 长 徊 为 正 整数 的 三 直角 四 面 


ж. 
Mz 21. ® 
Ж ОКА Ф. r — Try + 6y' = 0, 
即 (z 一 y)Cr 一 6y) = 0. @ 
从 而 x 一 6y пу. © 


可 见 ,满足 OHEINEN ry йе Ф.Ф 和 四 ,从 而 必 满足 O 和 O. 

故 当 三 个 整数 zy,= 满 足 条 件 回 时 , 按 上 述 校长 公式 给 出 的 三 直角 四 面体 的 校长 皆 
为 正 整数 . 

取 y 一 1. 由 回 得 x= 6,z= 一 11, 代 人 上 述 楼 长 公式 得 出 一 直角 四 面体 的 一 组 正 束 
MKX АВ = 720,AC = 132,AD = 85,BC = 732,CD = 157.DB = 725. 
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评注 ”本题 实 质 上 是 给 出 了 三 直角 四 面体 的 一 组 正 整数 被 长 公式 ,类 似 于 平面 几何 
中 的 勾 障 数组 的 公式 . 值得 一 提 的 是 ,在 未 出 BC CD .DB 长 之 后 ,还 需 证 明 任意 两 条 线 
段 之 和 大 于 第 三 条 北 投 , 留 给 读者 去 证 明 . 


W RASER 


思考 是 1 在 单位 正方 体 ABCD 一 A,B,C,D, Ф.Я РЕЊАВ HZH MRH PA D 
和 PBC 与 对 角 面 A,B,CD 所 成 二 面 角 的 大 小 分 别 为 .8, 求 a 十 8 的 最 大 什 和 最 小 值 . 

分 析 ЕНШ PA, W PB,C 与 对 角 面 和 ,B,CD 所 成 二 面 角 的 平面 角 . 由 于 点 
P EIRAB 上 运动 ,所 以 可 引信 线段 参数 将 a.8 用 这 个 参数 表示 ,转化 为 函数 的 最 值 
问题 来 解决 . 

® HAD AD, ZF E.B,C 5 BC, ZF Е.Ж EF. Л 


BW PA, = PD,PB, = PC, 且 已 .下 分 别 为 4;D、.BIC 的 中 @—@] i 
б 
ta 1 


点 ,所 以 PE | AD,PF | B.C. 

X EF | ТАРО А, 
EF | ВС. 

M ZPEF.ZPFE 分 别 为 截面 PA,D.PBIC 与 对 角 面 
ABC, D, 所 成 二 面 角 的 平面 角 , 即 РЕР = а, ZPFE = 

fe ABC, D, 内 ,因为 EF // АВ. ZAI 
= а /ВРЕ = ДРРЕ = p. 

设 AP = r.W PB — 1 - rO > r > D. 

在 RIAPAE ft RIAPBF 中 ,有 


直面 BCC, B, ,所 以 EF | Ар. 


А 


M 15-10 


ВЕ _ _ у? 
tana = Ар = pr = pp "Or 


Bî .tanta +f) = тапа tanê 


T= tana * tanî 一 


= PA 


m nE W rp 


BY O < x <€ REL r = + 时 tana + FRE EEA CET 一 一 
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42 


arctan =; r = 0ай r = 1 Bala 0, = я arctan Z. 


评注 在 APEF 中 ,ZEPF = 180° — (a + p.PE = 


EF = 1, 所 以 本 题 也 可 以 应 用 余 纺 定理 求解 . 


жж: CARES- ABCD 的 底面 是 凸 四 边 形 ,其 中 对 角 线 AC 与 8D н 
直 , 由 顶点 S 向 底面 所 作 垂 线 的 垂 足 O 恰好 是 底面 对 角 线 的 交点 .求证 :由 〇 点 向 各 侧面 
MEER, KUTE ESM. 

分 析 。 对 于 比较 复杂 的 空间 图 形 , 可 以 通过 分 析 ` 找 出 其 关键 的 平面 图 形 ,通过 立体 
图 形 和 平面 图 形 的 类 比 解决 问题 . 由 于 两 个 球 的 交 线 为 阅 , 因 此 可 以 设想 ,如 能 证 得 M. 
NPQ 同时 在 两 个 不 同 的 球面 上 , 即 为 两 球 交 线 时 , 则 问题 得 以 解决 . 我 们 注意 到 ,如 将 
底面 移出 ,如 图 15- 12, 则 M'N PQ 四 点 共 国 ,M' N ,M,N RAEN, RWI M、N、 
M'AN’ P’ Q! JER. 同 理 亦 可 证 明 M 、 
亦 共 球 . 由 此 可 以 得 出 M. 
M.N P Q 所 在 球 相交 ,是 М.М Р.О ERR Е ак. 

证 明 ”如 图 15 - 11, 设 由 O 〇 点 向 各 侧面 作 垂 线 , 垂 足 分 别 为 M,N、P.Q, 连 接 SM. 
SN .SP .SQ ,分 别 交 AB .BC .CD .DA F M'.N'.P'.Q'. 

BIN SO 1 平面 ABCD .所 以 SO 1 BC, 从 而 ON 1 BC. 有 BC J. FH SON ,WJ ВС 


1 SN. 
同 理 ,CD | SP'.DA | SQ'.AB | SM’. 


ипз-! msn 
将 底面 移出 如 图 15 - 12, 由 O.P'.D.Q 四 点 共 国 ,得 L1 = ZV f O.Q .AM 
点 共 关 ,得 22 = 22. 3 = 23,24 = 247. АШ 
ZQP'N' + ZQM'N' = Z1+ 2+ Z3+ Да = ZV + 22 + Z3' + 24° = 1807, 
所 以 M'、N'.P'.Q' р. 
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XAM N’, 
M.N MAN. 

由 MNP Q RAKEM N’ M.N 四 点 共 国 , 知 M NAM' .N Р.О 六 点 共 
球 ,不 妨 设 为 球 G. 

同 理 ,M NPQ NP AAIR, RHR GGM N PQP 六 点 亦 
共 球 ,不 妨 设 为 球 C. 

从 而 , 球 G О” 都 过 点 M' .N .P' P:R G'G ҸМ. М.Р. М. 

出 过 不 共 面 的 四 点 , 则 两 球 重合 . 从 而 M.N.P.Q.M'.N'.P'.Q ЛАЖ 

又 点 M.N,P.Q 对 SO 所 张 的 角 都 是 90”, 所 以 M.N.P.Q 四 点 共 球 , TIKER IRG H. 
站 ,不妨 设 为 球 S. 所 以 M.N.P.Q 可 看 作 G、S 两 球 交 线 上 的 点 . 

于 是 ,M,N.、P.Q REM. 


Q 对 OB 所 张 的 角 均 为 90”, 且 它们 都 在 平面 SMN 内 ,所 以 M N 、 


AS. 
-AE 


1. 设 ac 是 一 个 长 方 体 的 长 、 
1dl a < b, Мй син E EA 


1. 已 知 该 长 方 体 的 对 阴线 长 为 
=) 


A (07) B ($) coD D. ($+ a) 


2, 车 四 面体 的 一 条 模 长 是 ,其 余 模 长 都 是 1, 体 积 是 F(7), 风 函数 Fx) 在 其 定义 域 
с› 


人 .是 增 函 数 但 没有 最 大 人 B. 是 增 函 数 且 有 最 大 值 
(不 是 增 函 数 也 设 有 最 大 值 р. 不 是 增 函数 但 有 最 大 值 
3. 现 有 A BC、 四 个 长 方 体 容器 ,A、 有 的 底面 积 均 为 oz RASI A abC tk 
面积 均 为 大, 高 分 别 为 上 和 4(a 头 划 . 现 规定 一 种 游戏 规则 :每 人 一 次 从 四 个 容器 中 取 两 


个 (与 顺序 无 类 ). 记 水 多 者 为 胜 . 那么 在 所 有 的 取 法 中 , 必 胜 的 方案 有 
A.l 种 B.2 # сзж лж 


= MEE 


4 长方体 的 长 、 富 高 分 别 为 wb\e, 且 a 十 6 十 < 一 1 那么 以 上 一 1 二 一] 二 一 1 为 
楼 长 的 长 方 体 的 体积 最 小 时 ,其 外 悉 球 的 表面 积 是 Е 
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5. 在 直角 坐标 平面 内 ,由 三 条 直线 y 一 3.y 一 一 3r 十 6 和 y 一 一 号 r 十 3 所 图 成 的 三 


ЛЕВУ 到 度 所 得 到 的 几何 体 的 体积 是 


6. 将 楼 长 为 某 正 整数 的 正方 体 切割 成 99 个 小 正方 体 ,其 中 98 个 是 被 长 为 1 的 正方 
体 , 另 一 个 正方 体 的 棱 长 也 是 整数 , 则 它 的 村 长 是 


三 .解答 题 


7. #& = 8 P— ABC 中 ,顶点 号 到 AB .BC、CA HERA A hi hihi = Р 
AB 一 C.P 一 BC 一 A.P 一 CA - ВХА й а-а-а. Ж а саса: 均 为 锐角 , 且 依 次 
RF E RH hi hh, 依次 成 等 比 数列 ,求证 :al = az = аз. 

8. (2003 年 湖南 省 高 中 数学 竞赛 试题 ) 如 图 15-13, 已 知 四 面体 
ABCD 中 ,AB | BC,BC | CD,CD 1 AB. 

CD 指出 与 面 BCD $ $ 6 W 6.3 pu ë m. 

(2) ЖАВ = BC = 1,CD = x, = š ñ C— AB — B ñ F ü f Ф 
assina = РС) REK Sf) 的 表达 式 及 a 的 取 值 范围 . 

9. 已 知春 面 直线 ae 水 成 60" 角 ,其 公 短线 EF 一 2. 长 为 4 的 线段 c 
AB m Ww A.B ЖЮ # # Ња, Бай, RAB P A P HME. 9 15-13 

10. 一 个 校长 为 /的 立方 体 平 放 于 来 面 上 ,将 它 由 上 而 下 治水 


PENR n PARKEA ага ,然后 从 ai UTR KANALA mA 


4 


的 长方体 , 它 的 体积 记 为 Да IT DK EAHA n o Kk, 


体积 记 为 V: 


此 继续 下 去 ， . 
ЖУО Sk < nh 


Ma TDK REAR A SE AMEE RKA E E REREH Vt 


сужу. 


(3 Rim УУ, 
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第 1 讲 ”平面 与 空间 直线 


一 、 选 择 题 
кап уе (C Жа АЙН. ARIE ik l R SNT Же М. RR 3 


жауа чау KER 

2 MIE MIC JE КЕЙИН Ti e MN ИҢ AB уг та Н Са 外 .从 
CCI BAB а = 1 Fi fl a (ӨЧЛЕ a T Жш 

3 AWW E € ABFE BOV EF C YE ABC. М P € FF. 所 以 PE 平面 ABC ДЖ P e ¥ 
W ACD, MON P (E ¥ m ABC EN ACD A 2 АС h. 

L RNXYAC i Pk ABBAA PB РС, AURR- RR EANGE. i PH | PB. пу 
Мз P ED BB, 为 吉本 的 关上 -因此 ,直线 АА, 与 以 BB, 为 直径 的 本 有 公共 点 ,地 ВВ, у За ЮК 
жаты ый 2a 
D. ach ш ED f t ООН ш ЧЕНО sk ¥ FT. Û М OP 0 А.В, 在 正方 体 
Ane PARAR тл DET алс F WQ шя. И A, B 3A, D DA 


т. 


ABCD 
ñ Añ SMM C. Мо 0, 
6. KM EIN: 


chum 
u RI AKRE 1 Жака. аы AS ТА 6 


танаа EER PERAL 
иңгән ит б и жае UKM WG 


иттик А ае fi REH 4 
te Ú qosaq 


Re 


; 
; 
атш) (第 8 题 ) 


BC 以 MA = P.NB 一 guMN = m+n HK ERD KNIE mR RI РА? = p Hm ,PH 
АЙ РА: + PB° — AB? =— 2m < 0,4% ZAPB > 90°, J A PAB 


BHM MW. 


asa 

9. 1. BENET ABCD. I ЯЖ.) FIR AB „АС „АР 的 中 点 .这 一 个 中 点 确定 的 平面 满足 要 
求 . 类 似 地 还 可 以 得 到 3 个 平面 ;(2) 车 到 AB „АС DB .DC 的 中 点 ,这 四 个 中 点 确定 的 平面 也 满足 要 求 ， 
类 似 地 还 可 以 得 到 ? 个 平面 . 综 上 所 述 ,共有 4 + 3 = 7 个 平面 

10. 必要 不 充分 .着 ab 总 异 面 直线 . 则 a 与 b Кта РЕННЯ Ма 与 4 RERA, 


11. 平行 ,构造 长 方 体 ABCD 一 A BC D, аит. К AB Ea E. D, d 
A.D, & Bb E, fe EM be WARRI HCD BBH d / a. ГУ. ШИЙИР; 
12. Ж. 因为 4C /BD ,所 以 直线 AC 与 BD а — F +з. ñi & O. “| k 


C.DE а. X O.C.D€ a 所 以 点 .C.D 在 平面 a Өз ОС 

mak. c 
з. 2 HVE. тк ште сил ата ж.ж итше, 4 

WREE жк тиште. н NEL Е J 1F BREF Ka K % 1 

+ тїт т Ay 45° зд RS HM RE BEE OE" 


тлек». u LM RMB x [1 + OHD] X2 = 2 HE. 


и. XA FHRARMTF ERE SR ттт. E 个 平面 交 线 的 业 
СТЕСТ TELASI EL E LLL 
жаат.) 有 1820. Mu =F С TREE EE Е 
线 . 则 其 中 两 个 平行 且 部 与 第 个 相交 ,它们 将 空间 分 威 5 部 分 (4) 有 3 系 交 
线 ,又 可 分 为 条 交 线 平行 和 3 条 交 线 共 点 丙种 情况 . 当 3 条 交 线 互相 平生 с 
матта тая 3 жнр дон ENIR EA PR к в. | 
пктаеж. 

15. 4 如 图 ,地 АВ, ‚ВС, .CD .DA, SRITIS Е.И > 4. LER «оа 
界面 直线 与 正方 体 表 面 的 交点 两 两 不 同 , 且 最 多 有 8 kk n < 1. 

16. Q. 由 于 4 个 点 最 多 可 以 构成 两 组 平行 直线 ,但 4 个 点 可 连 成 6 条 不 同 的 线 肌 , 因 此 M 中 4 个 点 
不 符合 要 求 (如 若 AB / CD. 则 对 于 点 ACM 中 不 存在 两 点 连 线 使 得 它 与 AB 平行 ). 由 于 6 个 点 有 多 
可 构成 6 组 平行 线 ( 姑 正二 校 柱 ) 但 6 个 点 可 过 成 15 条 不 同 的 线段 .因此 M в 个 点 也 不 符合 要 求 . 
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нав 

17. 如 于, 在 射线 PA、PB、PC E FMR A,B,C. Ё PA = РВ = РС. it 
ДАРВ. ДВРСВ BER G AB BC 分别 相交 于 点 机 .N.CPA 的 邻 补 角 的 平分 线 
ТО ЖЕ MNM MN / AC. 

又 因为 PQ УЗЕ APAC 的 项 角 的 邻 补 角 的 平分 线 ,所 以 PQ / AC. 

从 而 ,PQ /MN. 即 OP 与 MN З 

ш PM PN .PQ 三 线 共 面 

18. BS P € aP € эйи P TAR a раз fü. л. T 
两 个 平面 .8 有 一 个 公共 点 ,所 以 它们 有 县 只 有 一 条 经 过 了 点 的 公共 直线 1 公理 《第 17 题 ) 
> 


OD Mar! g ABI 就 是 合乎 要 求 的 真 线 , 且 叭 -…， 

《2) 4 1 us 5 时 ,过 点 局 县 与 a.6 都 机 交 的 直线 是 不 存在 的 

19. [证 法 1] ШШ. AB f- -Pia ЧАО 交 于 下 ,与 CC, RFF, 
DB, 交 于 PIE EF jE h MAR FF 与 点 P 及 直线 AB 均 在 平面 。 上、 

在 上 过 点 岂可 以 作 无 穷 多 条 直线 PQ 同时 与 EF 相交 ,与 АВ Z T Q. 
1a PQ ж 

жанатан. 有 无 穷 多 对 - 

【还 法 2] 连接 BD, „iè BD, š DB, 的 交点 为 0, 则 BD, УАВ MA, D, 均 
MIE DD, Mh. 

WEE CC, ЕКО М D MOR BM ,OM 均 可 ), 记 为 4:, 则 这 样 的 
ОХЕ 《第 19 题 ) 

ж.а жїїт їл ©з Ж. 

ш. тг ташча жаң. 下 面 证 明 , 必 存在 一 条 直线 ,从 好 通过 其 中 的 两 个 点 ， 


,个 点 作 两 联 连 线 ,最 多 有 SC 条 ,每 条 直线 外 的 点 到 直线 的 距 商 中 必 E 


HRA Ch F FUR H RAA REM). зай җ Жо A (Apt АЕО B t ЭУ 1, 并 设 P 

点 到 直线 /的 距离 PH YAREN. 如 图 所 示 , 下 面 证 明 гате. ТОНА 
BKRM г (上 至少 有 3 TEA КТТ НЮ KINA (第 20 m) 

тн. О НА < HB. 连 楼 PE, 作 AD 1 PB F D.HE | PB T E.M AD 

ч HE < PIL W А P O PB 的 距离 小 于 PH. 这 与 PH 的 起 小 性 矛盾 , 故 1 欠 好 通过 两 个 已 知 


此 时 .1 之 外 还 有 "一 2 个 已 知 点 ,等 个 点 与 1 可 以 确定 一 个 平面 ,最 多 可 以 确定 一 2 个 平面 ,但 通过 
URES E FE lk KH 一 2 个 平面 后 .还 有 无 穷 多 个 平面 通过 直线 4, 它 们 中 的 每 一 个 平面 从 好 
通过 两 个 已 知 点 4 上 的 两 个 已 知 上 


202 


第 2 讲 ”直线 与 平面 的 位 置 关系 


选择 是 

Оаа В Чача E OC ANS / or 8 5e 相交 时 、, 设 交 线 为 1, 则 人 
“айа // 4. 又 在 平面 B 内 5 与 4 相交. 则 5 与 ! 也 相交 ,从 而 5 与 平面 a 相交 . 综 二 所 述 ,6 / 或 与 
«тж. 

2. АА D,D | 平面 ABCD, 所 以 DiD 1 AD,D,D 1 BD. X AB 上 平面 ADD,A ,所 以 AB 上 


AD.AB 1 AD, , 故 四 面体 D АВО 的 四 个 面部 是 直角 二 角形 , 它 的 直 度 为 二 — 1 


3. 8. 根据 线 面 生 直 的 判定 定理 和 性 质 定理 ,中 、@ АТАШЕ ili « Ra // a 知 消 可 能 在 
。 内 ,也 可 能 与 a。 平行 ,还 可 能 与 a 相交 ,因此 加 不 正确 .由 a L 6 及 a 上 аон Оо 内 ,所 以 加 也 
不 正确 

4. CMF A, 着 过 a 所作 平面 与 5 EE BALÎ Ola ВАНО ah ЖЕШ. ИДА RIE 
AIT B. h ЖЕЕ Ж BIRE Ta 相交 .排除 B. AF D, треста 
DERREN SE ЖЯ ШЕ REEF T F дат e D 也 不 正确 , 从 而 ,水 是 应 先 
c. 

5. C e mayma DUA эн өн т= eq 1 QD вй H MDA 
DHMH N 2 个 ,四 以 C HMMA T KH 4 + 2+ 211 = А 

в. ОНЖ НТА Я PD | PF.PD | PF ,所 以 PD 1 FW РЕР. 

7. A. RAF a 外 一 点 到 四 边 形 ABCD 各 顶点 的 距离 相等 ,所 以 该 点 在 平面 上 的 射影 〇 ) 到 四 边 
形 ABCD 各 醒 点 的 距离 也 相等 - 

从 而 O їй ABCD 的 外 心 , 故 四 边 形 ABCD Ë Nk Nil. > 

B ,首先 给 出 一 个 性 厦 , 若 直角 三 角形 的 两 直角 边 为 a.b, 冬 边 上 的 高 为 гр 2, Z 


кш = k + ур. a. it AO t ë K % BC 于 中 ,连接 PD. h PA | 平面 4 
РВС. РА | BC,PA | PD. XIM PO | FH ABC R = RARER. AD | ВС, 4 


£ Ut 


а Ck q а L. TE. 
进而 PD 上 BC. 根据 前 面 的 性 质 ,在 RiABPC hs ¥ pj = рр: + 二: 在 
Sa ЖӨ! зи) 
R'AAPD P. ls = рут + рут Ару = ру: * рт ў 


= жов 
9. AC | BD. М. ЕАН | FE BCD. жан, #4 BH .CH .DH. 因 为 
сю 上 4AB ,所 以 CD | вн. вя нс L рн.й H % ABCD жс. Ai BD 上 
CH, АН 上 平面 BCD. 所 以 BD 1 AC. Р D 
10. [2.4 >>). Ж AQ.IN PA 1 ¥ î ABCD,DQ 1 PQ. 所 以 DQ L AQ, 
即 ZAQD = о.м Q FLLAD 为 直径 的 图 与 BC 边 的 公共 点 ,从 而 BC = AD > 
2AB. a 2. 
и. б. йя л EA КӨНЕ NC. С є a BAA AEA EBB SAH а 


ё 
(第 9 题 ) 


203 


“上 的 出 影 重合 ,所 以 点 到 在 。 上 的 射 形 也 是 C, 风 CE о Аш сє! ЖАС 1 f. 
РВ | В.Ш ЛС 4 PB. 直 此 可 知 ,四边形 ACBP EE. РАЯН REW 
为 PC = (5. 

12. BU. ШШ P ñ 6 ШАНС ЕНШЕ Н.И HY AABC ЕЕС. 
连接 AH EK EBC F DW AD | BC ,连接 PD. it B fE BE | PC + E. PD “ 
T 所 ,下 面 证 明 AH” 上 平面 PBC. 因 为 PH 上 平面 ABC, 所 以 BC | PH. 又 BC 
了 上 AD, 所 以 BC 上 平面 PAD, 从 而 BC | АН". ЖСН FEK KAB 于 下 ,因为 
РН 1 ЖЕЙ АВС.СЕ 上 AB, 所 以 AB 1 PC. 又 因为 BE 上 PC, 所 以 PC | 平面 
EAB ,从 而 PC L АН”, AH | ЖЮ РВС. 

19, 直角 三 角形 .因为 PA L Y B ABC ,所 以 PA 上 PC. 又 AC | нс. 
WBC | ЖЮ PAC JATI BC | АМ. 又 AM | PC ,所 以 AM 1 平面 PBC, 故 
АМ 1 MN , 即 人 AMN 为 直角 三 角形 

14. 4 个 .因为 PA 1 ЖШ АВС.ВС LAC ,所 以 BC 1 PC. XM PA L 
平面 ABC ,得 PA 上 AB.PA 1L АС. Ж ZPAB = /РАС = /АСВ = 
РСВ = 90°. 

124. Ш ВЕ EH EM EQ 均 为 平面 BDD, B, F ti ИК 
тане еж TOI BEBE з х1 = 120 
‚тї 3 的 结论 知 ,MN / 平面 ABCD ,所 以 加 正确 . ZAH АА, 上 平面 ABCD ,所 以 AA， 
易 知 .尚且 仅 当 MM.N HIN AB BC, 的 中 点 时 ,MN / A.G, ,因此 外. 四 都 不 正 


(第 15 题 ) 


17， 如 图 ,假设 H Y APBC BRL ER BH КЫ KX PC T E.M PC 1 EH. 因 为 AH 上 平面 
PBC ,所 以 PC J AEC 三 种 线 定理 ). ARI PC 上 FR ABE. PC | AB. 又 因为 PA | ЖШ AB 
AB 上 ACORN ERDRE B SABC 为 直角 三 角形 ,这 与 已 知 矛盾 . 故 H FIREKE APBC 的 重 


М 
E 
p 
4 с < 
Ў 4 


《第 17 题 ) (第 18 题 ) 《第 19 вр 
18. (D 因为 PC 上 P ABCD, 所 以 下 :是 PB 在 平面 ABCD 上 的 射影 . 又 AC | BC ,所 以 AC L 
PB 
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(D б.н BD ZAC TO AMOY BD 的 中 点 . X E 4 PD 的 中 点 .所 以 PB / ОЕ. IN PB 
Ф ¥ АСЕ.ОЕ С Ф ACE ЖШ РВ / АСЕ. 
19. ООВ BE | BCA B | YA BCC B ,所 以 BF | АССА ЯО. 又 因为 BD 1 AC, 


AAA ЖЖ ABCDE BD | АС. A.C | ЖШ BDE. 
12) ШИН ЕР ABCD ФСО АСЯ BDE ТЕ НОУ 知 А 
AC L FMT BDE. ЯЦА С 1 OF. h ДОС со К\ДА,АС. BÊ = 


АС 


AC * UC. С = 2a? + АС 


;有 内面 ЕКСА % 


U FIR ERIE Pr; tj PO 的 交点 H YEG 的 中 点 .在 平面 PAC 内 ,连接 FH жа 
HK 2 AC 1 M. 
网 为 BG / BD.W 1 = 2. 8 PH We N.M OM = PN. ХЕХ = 


mu = 


2 еце = Ei FM / PA t PA / P EFG. 


第 3 讲 ”平面 与 平面 的 位 置 关系 


-ana 
BIND? ave PIL A. X т C B.W L m. DERRI | mm C B.W ! + 
EATAXWNIl 0 所 以 a 与 有 不 lama уай сах 
Шз нс PHL iw Ж EB OI О FE M! Lol m lcm | а RIN S mC AM aL А 
Ф 正确- 

2. Da L ув уо 3 2 ЭГЕ ТИЮ A 不 正确 . 对 于 B, 着 二 点 不 在 有 的 同一 
MM ПИН WB FEW F C.B тача RPH Ai C UREN. Rf DIEHO 
ff W nit 21E). 

з. Сут тт BDL т L À XIN S a C ac REL a 1 А (ЖШ T ЯМЕ: k МИШ) 

A. Bm ан 上 e 中 至 少 有 一 个 成 立 . ЖА ita ПА Мт | mn 知 ,m,n 中 至 少 有 一 条 与 
LMZ жй N 1= ТЕСТО С 
ТОТА 

5. BB A 的 反例 如 图 Ф. NA rom 1а азр F$ ñ. 

єк їшїн O.a 1 Bom Lan В m ч. 

口 的 反例 如 图 O.o 1 fe N Bin 上 mM n А 

Pko ZD. т | о. m] ANH n/A BRL m 1 п. th BER. 
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05 в 0 


58 
6. С. 0.0.0 WE ña S Bi). 不 正确 (由 题 设 , 可 能 有 nw 志 a 或 n CC 月. 
T А1 ао ВЕЗУ УПА My tk A EZE 1C at y BW a TI 
LELLES 
3. D. 甲 的 反例 如 图 Da N 8 = 1m C 


пс В т ln 内 4 一 PP, 则 "与 a 不 平行 . 


(第 8 是) 
乙 的 反例 如 图 Do Пи C arn C fel т L ten LHL = П т В. 
EEEL] 
9. жїн ЫЙ. 
10, 11. 可 用 反 证 法 证 明 . 


U. @.@ .对 于 外 ,在 奖 线 mm 上 任 取 一 点 ,过户 作 平 而 ym, 当 nC 7 时 ,都 有 mm. 由 的 任 
意 性 "可 能 与 e PERE H.R O 不 正确 . O 就 是 耐 面 平行 的 性 质 定理 . 对 于 加 , 设 !Cs, 且 /与 m 在 
ОМОН н 上 ,但 对 。 内 无 数 条 和 / 平行 的 直线 ,它们 都 与 m йй. O FEM. HF O 
АСИ ИЛА 

12, 26em. 依 题 意 ,以 AB ACBD 为 长 宽 、 高 作 长 方 体 , 则 C.D 两 点 间 的 距离 即 为 该 长 方 体 的 对 
角 线 长 , 故 CD = VOT FR FIF = 26(cm). 


зз. 9 4 9 根据 面 面 平生 的 性 质 ,有 AC / BD. Айй = pa W AC = pp. ke P Ea fZ 


ОМ РЫ = AB — PA = в,& АС = 5212 = gk Р F&a AZAM PB = РА + AB = 200 AC = 


60. ШЕ. Жї АВ = АС = 


,过 昌 作 BD | MN, 委 足 为 D. 连 接 


«бщ BD аватар L CD. BD & AADC pah h kas 从 


理 . 得 (DD = 


MK BC = 1. Z BAC = 60".( 若 利用 二 余部 "定理 - 立 得 


(第 5 看) 


BAE S E E E DR E 


16. Ф.а Wa Z В. ab IEF. E ab PESAR! RFE HUR RE 
定理 的 着 定 理 ,着 。 上 bM a | УМОТ арай. 综 上 所 述 .4.b KFT HEE H.A BT f: 
平行 

三 、 解 答题 

17. Иа B.B F fB ACD ПЯ 

同 理 EM // AD. 

所 以 BN / EM. 

同 理 可 证 ,RM // FN. 

故 四 边 形 BMEN 是 平行 四 边 形 . 

18， 在 SABC р. КЕ. 

АС = AB 2AB + ВСсонбо? = Me 

МЫ AB? + AC = да? = KC k OABC 为 直角 三 角形 , 即 AB LAC. 

因为 CD Z Ав, CD L AC. 

又 四 为 PA 1 平面 ABCD ,所 以 CD L PA. 

MA CD | ж РАС. 

HFM PCD | FR РАС. 

19. CD NN AC, = BCOM YAB 的 中 点 ,所 以 AiB | C, M. 

УНУ АА, 1 FEARG U AA 上 CM. 

ШСМ. Pi AA, BIB. 


BN ,所 以 BN / AD. 


СОМУ СМ 上 FB AA, B BI C, M L А,В. 

чїй АС, | ABBAA B 上 Pi AMC, 4 

ШАВ | AM. 

(9) 国 为 AM // BN, 所 以 AM // * 8 NB,C. 0 ° 
LAY C.M CN ,所 以 CM Z ¥ i NB.C. 

HF АМС, // ¥ B NB C. 
20， 如 用 ,分 别 吧 DE BC 的 中 点 M NEIE AM MN AN. А 
因为 4D = A'E, АМ | DE. 

НАВ = AC .所 以 AN L «208! 
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э. 
WY MN | KRE DC | ТШ АМА. AM 
Ө Ж DE 与 BC HEU A B < AC B~ AC Ж). 
从 而 A'M | 平面 BCDE ft FE АРЕ | 平面 BCDE. 


第 4 讲 ”空间 向 量 及 其 应 用 


一 、 选 择 题 
1. юн АЙ + АЙ = АЁ = AAE = LC MAÊ = ААТА = AAT + LAT < 


ЛАТ + LAR AP 


M TART AB AD жт недавна. у = + 


ALAP = „АЙ + BAP + YAD ta Pay € Ю.М = at 10.10,0) 0.10.07 + 40:10:51, 


(0,100 = 109+ 107.579. АЙ lOu = 2-10 + 108+ 10y = 7.5y = PREN a = 1. 


1 
这 


A BARALE i QO WTG = (= 2.y +3 


Т P EIA ABCD MWB. 


э-н Рф а SR ETO = 17. 
+3: 5) = АС 201. — 20.00 — 2 22. -3 一 5 一 一 2 得》 2 
Qu, = 2.3. 


1 CBI RCD BP E. ON анонс Во = Z RÊ 
тета BB = Lent 0 
LAB- TAB RR. = АЙ | И = {B+ +Аб›. 2.26 = ® Ë 


Zakar ЖЕМ. Не + 8+ Y= É 


z a 
з 
AC- АЙ + AB — Af) 1+ 


САВ + AC. TBA + 7 = L AB + LBER + LEB BD. 
милан = LTB | l АВЧ В LAR =+ LE СҮГ 
+ Вб. Н?) = j (CF + Bb) = 2 ВЕЧЕ ОФ BE EAA O% 


ненг: жо» днес яе AÖ = OP +E +A) 是 
оз ARD 重心 的 充 要 条 件 . 
з. A. 如 图 .内 为 EF 分别 是 A,A.AB Фа ШЕР = + АВ. Ия 


GA a L K.P = T GA REF СЙ + PÀ = LAB+ RÎ +A) 
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б. А. WI. N E.F SPREE C. Арафа ял = } B+ A CP À 
ATR Ch ААВ СР © LAR ACAB СВЛР +.B. E 
X ABCD R K Утва MAB -CD - R.T 1X cos в 2 
АВ. C5 = o. А" IF 1 ЖАР. CF z 
1. i; 
ЧЕСТИТ тев 


部 分 ;作用 平面 = = r ЛН РИБ М Fh АЕС O 
ЕСА + 切 成 6 部 分 
Un TN ты = kyk > 0), WAG = AB HAC +p AD 


= t AR + y AC) ra AD = ААР + „АЙ. A P.Q. 网 点 共 面 .结合 
AP Q.D 四 点 的 位 置 关系 可 知 .线段 AQ 与 DP ë W Z 

二 、 填空 是 

9. (A.N А XF. ВИЕНА О. = 2.MA RFE 


Mi Oy MW НА 0.2.1. WPL BO. U, FM = (0, 
1. 《第 了 题 ) 
10 DREE 0 Dire ye DÊ = ey 
DA = e ODE = yel ЗАВ С ADD = ао В е 
1.1.0, DB L ACDC a AB. | DA вО + AË о Ое AB = o. DR |? = | B E 


1 
3 


ааба суа GI OL туесе уну = 


I. 245. ма + Саве 0.0 lal! Бае вета = OPNA] al 

2. 故 561+181+1e1= 

12. Ar 3y+6= 
= G sya AB 
Адну = 

їз. РА. FM ABCD. ЖАР. АЙ =. 1х2+2х‹-1›+6-1›х‹—з› =0.АР. АБ =-1 
XA 2X +(—1} х0 = 全 所 以 AP , ABAP 1 АР. PA 1 T ABCD. 


итә: =. с 


+ ABC рш. ЕЗЕШ A p КАР - AAB + „A. ПАЙ 
得 (一 ye) = (—34- IAA spd, MEA 4 3 
1240. 


u. (T... T) метала мено = 6- 11—001 -a 一 的 ,二 为 MN Ë 
Mm OR AB, 与 D, EERE ILAN. - (u 


— 1.0.1. IN + АЁ 


= ошо o 0-а < 


W- 
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15. BÊ. BACO, = ВАТ B РВ + ED? + А.С; = DB + ВАТ + А,С, = 067. 


18. 二 (e+5+ о, шт, & AD ZBC TD.W DS BC Bt A.J BPB = А 
1 J3 
LFB+F = hoto. 
HO- РЕА = РХ + AD РА+ 2. LABAD = PR+ LB “ €. 
0 
+0 = PR + LPB- PR + LEF) ДАРВ ЊО = a+ > 
b+ о). (第 16 题 ) 


и. T ERAAI = AC,DB = DC, 所 以 AABD х2 AACD. ZBAD = САР. WNA - 
AD = АЁ. АЙ.МАВ. BË — Аб. CAC — AB) = АС. AD — AB - AD = о.) AD 1 ВС. 

(2) 8 E.F.G.H ЯЯ AB AC,CD,DB ёф. MEP = 云梯 ,天 = + BU, k qis p 
EFGH 为 平行 四 边 开 。 

ХЕЙ. FA EF +ЕП›. (FE +! 


= OM BG | FH. 


яр ар 


18. жоя жаи М 00.0.0) MOLE МС .1.00 P0O. 0А (1,0,1). 


PADA = oa. DR = dro R= Ch- 
BAAP. D 0+ 证 一 二 一 0。 
Е bzi 

AP. DN рото. 

所 以 AP 上 DM.A,P | DN. 

MAP 1 Yi DMN. 

19. 设 过 PH.BC PC 及 其 对 掖 中 点 的 平面 分 别 为 am 
РА AB BIRE P NW EPR = а РА + a, PB +, PC. 


„К 为 它们 的 交点 .1 А' C 分 别 为 


wisa 《第 19 题 ) 
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因为 KE av „РЕ + (РЁ x PC") = 0.80 
Ou РА +, PB + a, Р. [РЁ x (РА + F>] 


= (о, РА +a, РЁ + a, FE) x P. АРВ 


Aa PAPE PB + Ta (PBP PD 
i 


То =a PAPA, FE) 


MPA. PB. PO) Z 0.MA = А. 
ЕН K € ons, 得 加 = às. APR = АРА + PB + FE). 
X K € ac MRAR = p FC +. АЛ. emak = APPR. H 


L PA + ACK + РВ + PO = „(РА бун (- T+ PA+PB). 


ГТ А 
所 | smh 
CE м) + 


MPR = LOA, PB + PC. 


СГА CETTE LI 

ШАШАТ K. 

20, ‹1› MEM APAB .APBC .ARPCA 均 为 直角 三 角形 ,所 以 AB = РА? + PB° ВС? = РВ? + 
"CA = PC: + РА? 

从 而 AB: + ВС? = РА? + 2PB' + АСЗ > РА? + РС? = CA. 

同 理 可 证 ,BY + СА? > AB? CA? + АВ? > BC". 

ЕА 

(2) RAPA -BÈ = (PA + AR) ° BE РА. БА = РА. (P PB) = PA < FE РА. Ph = 


вш PH 1 BC. 


同 理 可 证 ,PH 1 AB. 

因此 ,PH 1 ЖМ АВС, 

MPAP PE 是 空间 不 共 面 的 三 个 向 量 知 , 存 在 实数 和 
HPH ‘TE = 0. 得 (ha+ heb + be + (e—b) = 0. 
HAURE = he. 

同 理 可 得 а = kb 

Ба = 人 = Һе = m(m 0). Ф 
ЖАЙ. РЇЇ = о. PP —РА›. PÀ = o. 

MCC 一 Dat kb + he); (hat kb + bo = 0. 

因为 a -让 一 be 一 eva< 0, 所 以 可 得 


ЕРИ = kiat kib + hie. 
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hilk — Dat +E + Re 
т OD, B т — D + w; + mks = 0, 
Шит о, ЩА + ke 


дашат 


2 = ERAQ Rm 


第 5 讲 ”空间 中 的 距离 
选择 是 


1. 异 而 直线 的 公 重 线 是 和 这 两 条 异 面相 线 都 生 直 且 机 交 的 直线 . E FEE EET CEAN 


A. BE A f AQ 上 BD. 8 8 О.Я РО 因为 PA 上 平面 ABCD, 所 以 TQ 1 ВЮ. РО t 
长 为 点 到 直线 BD 的 距离 .在 RIA BAD 中 .由 面积 法 得 


12 APAQ 中 ma 
УРАТ ЖУ = 1. 

з. Buih PA = PB = PC 知 , 点 严 在 平面 ABC 上 的 射影 0 为 AABC BIRA, ШШ. K. ЛО % BC 
ҮЧЕ ЕЕ _ PA, f é FWY EF 为 PA 与 BC ЮЛЕ. EF = 3. 设 РА = b.AB 


Bah ЛЕ PO = PA * EF. WÓ 


um 


AE 


ETETEN mb 
М.Р ABC КШ Ж.Ж 
М 


A 到 平面 ABC 的 电离 等 于 点 P 到 平面 ABC ЖЖ РО = 213. 


Н 
(第 4 题 ) 


Bam 
4. с. PERR B PHE PARE J 1E СЛН л. 此 (为 正方 体 的 一 条 体 对 角 线 . 将 正方 体 纱 直线 
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Bi 


[>= | 
сә”, А, 变 为 B.C EH А.Ш P S SLA, C BRM PF EAZ EA P 点 到 AR BRM PE 
Md; =d, 
5. C. P.Q 网 点 问 的 距离 即 异 面 直线 BD 与 SC EFE AN , BEK E J Б 


p 
. с 
ABCD HRONOM но | жас оом з с.йтвм.шом L) 
р 
的 长 为 BD 与 SC 的 距离 .办 为) = 2.007 = Т.Я МС = YS. Hi ° OC = 
OM. CM 2 УУ 
ê. B MHRA AC Z FC HE AC Z FE EFC AC // + Al 
A 


BAC MATE HRA C, $ EF WWE ТАЛ, 3 f B, AC 的 距离 , 亦 
ЭРДА 到 平面 BAC ER ЖИ ACGA A, 到 平面 B,AC HRA. 


Suns 


Mh Va wa Vr moh = 


A.C ЕА >й АСАМ + СМ. = VFI FT = /#8. 

8. А, mI. A.C, / EF MIA A.C, 少 平面 EBPD,, 故 直线 A.C, 到 
т EBED, WW W ST A, 到 平面 EBED, 的 距离 , 亦 等 了 点 A, 到 平面 
DEF MWK A F. A, 到 平面 D,EF NN H hah V. no = 


Уай Š %, 


4 ба" 
L fia G 


a, Whi ABCD 1 î A. B,C, Di R 8 A, BC, N Ñ ABCD = {sikî A, BC, N Ш A, BC D, < 
AC BELL Avy. АС, УВО ZF O h UREM, HO, 的 长 为 直线 /与信 (的 距离. @ 


RU NB O MHD = /BBT+ GB: 


10. 1 RY, 以 AC 为 例 ,与 AC ТНВ nf $F I XE. — Е ENKI PSB Н fat B. D, 5) =+ 
жни Ии G fh ER (h ИЕ. ЖАЙ BC. їшїн. FF AC Ч В, D, fB WN 1. TE J fk iñ W: 
K 8 1: 8 AC 与 Be, 的 工 离 为 1. 则 正方 体 的 楼 长 为 v3. 


U. + Va =F. ИН РСЧА КЕН ЕР EF 


ACR EF = EAC. я BE ДАС 
L AC PRU BE | EF.PC | EF. EF ЗЖШ Н BE 与 PC 的 
在 RiAPCA 中 A = VPA = РС? = / 


жин. 
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F 
+ с 
Е Ў 
《第 9 是) (бош, пш 
12, 6. OIE ИКЕ VA JE = 099 ИИ AAEF 的 网 长 等 于 AE + q 
EF + FA', 所 以 当 A.E、 上 .A' 四 点 在 展开 疼 中 共 线 时 .人 AEF 的 周 长 最 小 . X. 
BH ZAVA 40° = 1207, 所 以 AA = 2VAsin60 = 6. 4 ۸1 


la. fê AD | BC, BRE О.Ж VD cı VA | 平面 ABC ,得 VD Ў с 


| KEJAM CD 1 f N VAD.W ШУАР 上 平面 VBC. 作 AH 1 VD.& H 《第 是) 
H.W AH 上 平面 VBC ik AH 的 长 为 点 人 到 平面 VBC 的 中 离 .在 RiAALB 中 ,AD = ABsin60" = Заз 


在 RUAVAD 中 VA = уба,УР = 2 (Ram АН = УА АР - УЗ, 

14. 7, ШИН. PD ) 平面 VAB， 1 ЖУСА. BE 
Я DEF Е ММУ ABC @) ВИА Û 6 Г. BF LL = 4 DM Û D 
MME EY PD, PE PF МИ =: Ж КОЛЫН Т Не. AV 为 长 
力 体 的 一 个 顶点 , 于 是 PV 为 长 方 体 的 对 外线 ,其 长 度 为 VPD” 十 PET 二 PF™ 


15, з. Ш.Р ABC.Q- ABC 是 两 个 全 等 的 正三 粮 锥 , 设 口 为 AB 的 中 
点 , 则 PDQ 3 = ñi fi P —AB—Q 的 平面 角 . 作 АЕ | РВ. жеж ЕЖА Á 
CE .由 村 除 性 知 ,CE | PB. 所 以 ZAEC #=HM A РВ СЕЗ. hia 

ШИН Z PDQ = 二 AEC. 设 底面 全 ABC В 5 2a МЕК РА = b. tE APAB 

PD 


CEE 
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= 


MA EMAA HH = i Hieta =. ARAR Aae Р 

Ma >з. йй т^ 9-20 18,523. ХАЯ AAB, D, SER 用 

形 , 所 以 AN ADÎ > Bi DÀ B f < 5° +4° = t1.8& 3 < r < /Й. 
三 、 解 答题 4 e с 
17 (0 А%АЕ | BD.& E Ж Е.Ж QE. BH QA | Ff ABCD, BF 


以 QE | 平面 ABCD. 则 QE 的 长 为 点 Q 到 直线 BD бж. 


在 RABAD 中 ,AE = АВ -АР _ 
TRAE 中 ,QE = VAE FOV = =“; < o 
iz 《第 15 题 ) 


“журу; VU FD a Va Ta. 


а 
(O 因为 Q 为 PA 的 中 点 ,所 以 点 与 点 A 到 平面 QBD 的 距离 相等- 
i Af AH | QE, 重 足 为 H. 

因为 BD | 平 而 Q4E, 所 以 平面 QAE | 平面 ВЮ, 

从 而 AH | 平面 вр. AH 的 长 为 点 人 到 平面 QBD HEN. 

在 RUAQAE 中 ,由 面积 关系 ,得 


= == 


Дл са 


18. CO W. 
C2) 以 口 为 原点 .DA ,DC .DD $F MH %й. у Mh „+ WR SE DTI 44 Ж ‚М D0,0.0) .Ai (1.0, 


D.C (0.1.0, ЖБИ = (1.0, ТЖ? = (01,0, 

设 平面 A.C D В уя = Cry) Rii n L DAS on | TCT. ff n° DA? = Osn IX” =0. 
ED 

Fem Ma = C1. =1. 

HF АВС SPH A, C D 的 距离 为 


19. MIR LM жуш HER тла ДРЕ. Мет Ат 
平面 平行 二 直线 人 ,过 点 A .有 .分 别 作 平面。 BER AG BH .CK ME E 
G.K 落 在 与 ! 平行 的 直线 1 上 

因为 AB = BC,AG / ВН / CK ,所 以 GH = HK. 

Ж AD [mvBE L m.CF L м, GD j т.НЕ | m.KF 1 т.й 
GD # НЕ }/ KF. BL Е.Н 分 别 为 DF .GK 的 中 点 - 

аон аа М; = BH = CK = 


《第 19 是 ) 


муар = /NDA = VF.HE ~ ИВЕТ BFT -|$ — dt KF = VOR 
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= YI 一 中 ,所 以 由 2HE = GD + KF, 
7 BF + JOT. a = (6. 


得 2 


20. 因为 AARC 是 正三 角形 , 设 体 对 角 线 BD, Z AAB, CHEFE 
2 


BD,. 


TO, 点 , 则 0 WWT MAR BO, = —BD,.D.O, = 


如 用 ,以 р. NRA, DA, DC „р. DAAH r y he ERT 


етиятвй. т OE. $. 4›,ме.ол›. дш! Mo, 1 27, 
© - ы 
IPO, | =1 AO, = = 


记 ZMD P = б, AMO, P 中 .由 余弦 定理 .得 


ЭМО. Огоо = + 4512 Viteow. 


MP = ЮГЕ POT 
显然 ,4 的 最 小 值 是 MO 1 ¥ AB, CARMO, ñi 008 K (Ñ x — û.. ТО сохд. 显然 ,DB， L 
平面 ABC. 


一 D, 则 cox(90” 


a= 3O 


20M = +. a= 20 (2, 


Wp L aš 2 т ННВ 

Jp sin, = rena [Eoso 

бз-аг Mixy зач, 
MP < 1 VEFAS. 


Уви Уен 


W MP 的 取 值 范围 是 


第 6 讲 空间 中 的 角 


-.анн 
1. A. 如 于 ,不 妨 设 正四 面体 校长 为 4. 因 为 PC 上 AD.CF 上 AE MUTE * DA = о.СЁ-АЁ 


AMBE .于 = (EÊ + CF) « (DR +АЁ› = B? -DR+ BE e AE D+ 


АЁ = PÈ -AÈ + CP DA = 2 B? AB = 2) ВА. AË | со120'—2х4х1 多 
х (р) IEP DE - VEFTR TT CF conto" = 
в 
T. М г 1ВЁ.ТЁ _ 
VTI B tü BF 与 DE 所 成 的 为 sreeos Оре PET = ассо А 
2. СА ARIE K CED Е.А. E.F MB AB AA, 的 中 点 知 ,CE、 я 
втв 


连接 B.G. 设 正方 体 的 楼 长 为 1, 则 BC = E.B, = 


DEDA 二 线 交 于 一 
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VF, OG = ¥, BRL B,C? + B,G = аў, B,C | BIG. 同 理 D,B 1 B.G. 
ik ZCB,D, 为 二 面 角 C— B.G--D, HFEA. 连接 CD, ,在 ABCD, 中 ， 


B,C = B,D, = СЮ. sinZCB,D, = sinso" = Ê. 


3. 县 设 直角 SABC MEL AB 在 平面 a 内 , 当 平面 ABC | 平面 a 时 ， 
显然 有 sinh, + sin, 二 1: 当 平面 ABC 与 平面 。 FEHB fF CC’ | 。. 生 


та + sial, < 1, 
4. C.[ 解 法 1] ERAB = u AD = b. AA, = c B a > b> c Н. D, 


AA, ЖЛЕ. r ERR MER A, F S КОУЖАВСР—А, B.C, D, 各 楼 所 在 直 
щит. ит. Жш вн, „СС, DD, 为 禄 的 小 正方 体 中 ,各 有 一 条 互 不 平 4 
行 的 对 基线 满足 要 求 . миа P 且 满足 要 求 的 直线 有 4 条 

[解读 2] 室 间 直角 坐标 系 中 ,考虑 过 原点 且 与 三 条 坐标 输 成 等 角 的 直线 人 1 
KAR 

5. BMF FIM 一 AB 一 D HERM H ЕЯ 
MATAL 6 f" т. RE Gita P B î ABCD MI ABC, D, H30 MAA 
mtns munaa ия. йш Ж р 有 且 仅 有 两 条 直线 与 平面 ABCD 和 
ЖЮ ABC, D, 均 成 30" ffl. 故 漠 足 条 件 的 直线 /有 2 Ж. 

6. A. 不妨 设 正四 校 惟 S -ABCD 的 底面 边 长 为 2, 高 为 ,全 @ 科 长 为 1, 侧 
ШВА". Н. Z SO = a, Z SEO = p.Z SCD = у, Z BHD = 6.9% 

1 


тый $ Ka <e X сой = jr созу = RA < BD 


tana = 


жт OH < OC = ов. 


{-йг<я<у<е 


7. D MMAR C F.A, E Y B.B IE К+ Р 
的 平行 线 交 A1B, T R. 连接 CR. СРЕ HAE 


ZC PR = @,АЕ = БЕ = 1(0 < ха) а ВР = 


A PAE 


FU OR 一 


在 APRC h. т RR E. 得 covg = Ë 


r. 


Ме 


HAE SC F FR B. B A fi И 


(第 7 题 ) 


217 


эгесоз + 
+. 


8. C.W. В{ЕВЕ 上 CP. ER Ж F.W BF :平面 ACF .从 而 人 ABC 
页 平面 ACP 上 的 射影 是 AACF. Ñ Я P 一 AC 一 已 的 平面 角 为 9, 忆 BCP 
Nl BF = BCsing = 3sinp.CF ，BCeosg = 3cosp 在 AACF 中 ,AP 
+ CF: 一 2AC + CFeost80° - ç) = 4+ Seas g— Gsin2g. fı AF + ВЕ = АВ. 
得 4 二 geowy 一 fxin29 十 9sintp 一 7, 即 sin2p 一 1, 所 以 p= 45 在 AABC P. 


coace = ЁЗ ©" „1 ощ LACB = 60, WN Saue (第 8 题 ) 
sino" = S, 5, uy = LAC“ CFsints’ 
BD vanê = 2.0 = arctan /2, 
‚жон 
T ют.жю лкк Ж ZAM ~ AM = LCM = 4 
ПЕРЕТА -一 一 
ЖАТ = HC = BME = 5. 
Ш O MIE NE ABCD Hpt MRA ВЕ Ж Ш ACC, A, EHNEN O. м 
用 海伦 公式 ,得 Som, = 3,5», 一 E нце ==. л 
a с с 1 


1 
10. VE. E AD = AA, = a,CD = BN 为 AB ФА W CN /AM, 所 


以 ZD CN 为 直线 AM * CD, 所 成 的 角 , 即 /DCM = ө. M CDÎ — a’ + # CN? = 


с 


PELL cose 


№ 
11. 45°. ШИН. М 为 A 的 中 点 , 则 CM 1 Fii A, Bı BA. XAB | ВС. 
МДА ВІ В.М. h AB, BM ДА, В, В. A, B, + ВВ, = 2:1. NNB C а |с, 
的 中 点 , 则 AN | BCC M ZA BN HARA B 与 平面 B,C,CB 所 成 的 ү Ó 
f. BB, = a WA, B, = Va A B= Tar ANN * 
《第 11 1 


= Z, ZA BN = 45 
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12. 90°. 因为 <CPN = ZCBN = 90°, REL PN | CP. Ж PN = BN = 
AN.PM = DM = Anf. 所 以 AMPN 2 AMAN. ZMPN = ZMAN = 90", 
即 PN 1 PM, 从 而 PN | 平面 CPM,PN | CT. ft CT 与 PN 所 成 的 角 
为 80 

13. 15° 3k 73°. fE RAABC Фф, AB = 1.ZACD = ZABC = 0.M ВС 
= eos. AC = sin, AD = sin 0. BD = созд, f E; AB? = sin'9+ cost 0, 由 


RRM snig+ cos 0= 2sinkosd Û sin‘ cos. fe B sin20 = + 
Hl 20 = 30° Ë 1507.8 9 = 15° R 75°, 

и. 907, FUR ABC А,В,С, 的 校长 均 为 2. 如同 , 将 铺面 BOC, в, WO PW ACC, A, 所 在 平面 
ARDE AMNA, ,连接 A, M % CC, 于 点 下 ,此 时 直下 使 得 A,F 十 BF ЖЛ. ВЗ F NCC, 的 中 点 ， 
U EEG И AF & BF T G.W ДЛЕСОВЊА) 为 AE УА F ARMM. 1 G КОН 上 BC. BERN 


JAH = Î. € RAAHG AG ZÊ АЛАЕВА 


《第 12 三) 


Н.Ж AGAH M GH = УСЕ 


Ў. АЕ = (тШ АЕ? + ЫР! = 1; 


15. 60°. 设 平面 。 与 而 CDD,C 所 成 的 角 为 8 平面 与 AR % T F.W EF / CD, B EFCD, 为 等 机 
WN. i E.F Я EE, L DD, ,FF， 上 CD. BE PRY EF. М ЕЕ, L 面 CDD,C FF, 而 


CDDC, WB Witt EFCD, 在 面 CDD,C EHAE IPERE E ЕСО, HBR Sm, = 2066 


=m ТАР & ДАКС = 90°. 


Я 
|. 
4 | 人 人 
«у 
y 
(第 11 题 ) 


16. A ak arccos Ê. (D чике кинин. шт.жий SA = T.C 一 2.D 为 BC 的 中 点 ， 


MAD | BC.SD | BC. АЙ НС 上 面 SAD.BC | SAM SA 与 BC ийа. (D 当 两 条 较 长 校 相 


жм. Жи SA = /S.AB = 2, 在 入 SAB 中 ,由 余 浆 定理 .得 cosZSAB = FG A SA ЧАВ 所 成 期 为 
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17. [解法 11 设 正四 面体 ABCD 的 校长 为 1 
因为 N,Q 分 别 是 正 ABCD 和 正 AABC 的 中 心 ,所 以 DN 与 AQ ZF BC 的 中 点 E. 
过 点 Q 作 QF / MN ZAD T F.W 一 PQF( 或 补 角 ) 为 异 面 直线 MN 与 PQ 所 成 的 角 , 如 图 (1)。 


因为 NQ /AD, 所 以 MNQF 为 平行 四 边 形 , 则 NQ 


连接 AN , 则 AN 1 面 BCD. AA AN | DE.MN = FQ 


根据 对 称 性 .PQ 一 


DP: + DF — 2DP Шао = 19. 


在 DFP 中 ,PF* 


在 人 PQF 中 ,cowZPQF юсю 


Ж MN 与 PQ 所 成 的 角 为 x 一 全 PQF = nrocos у. 


arm 
[解法 2] 设 正四 面体 ABCD 的 校长 为 т se 
直角 坐标 系 ， 则 ар ЕМ А (+ 


因此 cos < NM, PÀ > 


HEIR MN 与 PQ 所 成 的 角 为 srecos ү. 

18. (D 因为 PA | ti ABCD.CD | AD. 所 以 PA 1 CD,CD 1 й PAD.CD | AM. 

又 PC 1 Bi AMN, Ш РС | АМ. 

ЖАМ | 平面 PCD ,于 是 .AM | PD. 

(2) 因为 AM | 平面 PCD ,所 以 AM | РМ.АМ | ММ, Z PMN 为 二 面 角 P 一 AM 一 N 的 平面 
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又 PN 上 平面 AMN ,所 以 PN 1 MN. 
在 RIAPDC 中 ,CD = 2,PD = 242.84 PC = 243, 
因为 PA = AD,AM 1 PD, 所 以 M 为 PD 的 中 点 . 则 PM = РР = 


(第 48 题 ) 


《3) 如 图 ,延长 NM .CD 交 于 点 已 ,因为 PC 1 平面 AMN ,所 以 ZCEN 为 直线 CD 与 平面 AMN 所 
成 的 多 


因为 CD | PD.EN 1 PN .所 以 <CEN = /МРМ. 
在 RIAPNM 中 ssinZMPN = MN = YW СЕМ = ZMPN = мем 


19. 设 AD = +.BD = a,CD = 5. WIA W ШНЕК! AD. BD CD W Е.В 8 AADB.AADC 分 
Mñ AB „АС 都 展开 在 ДАВС 所 在 平面 内 ,得 五 边 形 AD, BCD. 


А 
4 D, 
| с> i! 
о! с 
7 5 


(第 19 в 

由 题 设 知 DAD: = 907,Ар, = AD; = + 

ик D.B.D,C ZF E.W AD, ED, 为 正方 形 , 且 ВЕ = z~a CE = r—b,BC = Va FT. 
由 BE? + СЕ? = BU" h(a — a) + (r — bt 
it Df DH 上 BC, EREY HM AH | ВС. ДАНО 为 二 面 角 A 一 BC DMF N fh. 
在 ReABDC 中 ,DF 


_ DH 
tk cosZ AHD = XR 


N у= созт Æ (0.5) ERRANA ZAHD > 70. 
20. (U W ABC 1 @ BCD. ABD 1 面 BCD- 证 明 如 下 ,因为 AB L ВС,АВ | CD ,所 以 AB | Ш 
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ЖШ ABC 1 面 BCD. ABD | BCD. 


(2) 如 图 , 作 CE 上 BD, EE % EMCE L E ABD. FF EF | ADER £ 
ЖЭ F.M CF | А.Ш /СЕЕ 为 二 面 角 C 一 AD 一 有 的 平面 角 , 即 = 人 CPE. 
.CD ñ 
кдвср 中 ,CE = ED = з 
* * В WET p 
Mm DE = VOD SCE = — 
= = 
E RIAABD 中 ,AD = VABTTBDT = VIFF., Ы ° 
DE. AB CELD 
用 ADFE ADBA t ЕР = РЕА = — 
在 RIACEF Ф.СЕ = VEPER = EE 
VIF 
i 


йс = sine = {р =F + түш > m. 


эя fo € [@л),ш < sine 
又 co [8 于 所 以 a 的 取信 范围 是 (所 ,了 ). 
第 7 讲 ”四 面体 


- ани 

1， 和 A. 出 平 面 几何 知识 知 , 二 条 中 位 线 将 ДАВС 分 成 的 4 个 三 角形 全 等 , 折 
本 后 所 成 四 测 体 共 硕 点 的 三 个 面 角 恰 好 为 AABC W = F i f. ЖИС 
пахіл, B.C). МАЯ h = Bh ВАВ C, 从 而 180" = А+В+С>?С, 
f C < 007, АВС 必 为 镜 角 三 角形 

2. р. 如 用 , 取 BD 的 中 点 下 由 ВС = CD = DA ,得 CE 1 BD. X AB | Ñ 
BCD, 所 以 面 ABD 上 f BCD, 从 而 CE | 面 ABD. 过 E 作 EF 上 АР.@@ ЖЕ, # 
МСЕ | АР. /СЕЕ ЯН AD 一 C 的 平面 角 . 设 AB = BC = CD = DB 0180 


„АМ CF = СЕТТЕР МН, 


3. A. WAB + BË + Сб + DA = 


АВ 0б): = (BE + DAV. 

ШАЙ + TD? + 2Ê . TÛ = Б + DA +2 BE. DA. HA 1АЙ +1 TD |? = 130 =| B+ 
| Î G BAB. Сб = ВО. DA (RÊ — FE) « CB — BÊ) = ВО. c- AB — Вб). МАС. BÛ = 
AF FC - 8 — AR - BÊ = BÊ . САС — BÊ — AB) = oA -BD пн o. 
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一 二 


Тз б 和 这里.h 为 正四 面体 的 高 hh: A, ЯНА E WY R DAB .DBC 、 
a р 
DCA BRK. т + к = Ê жии вин. +h +A вну G. 
житу = A 
(BIM) 


5. D.W% PA 二 面 ABC, 所 以 PA 1 AB.W AE = LPB = YE. 


JX PA | BC.AC | BCR BC | Ж PAC, BC | AF. 
BAN AF 上 PC, 所 以 AF 上 而 PBC. M ti AF 1 EF,AF | PB. PB 上 而 AEF, 则 PB | EF. 

ас. ыле; 
WT. M S э = AF 


在 RiAPEF 中 ,EF = PEtanê = Vian. AF = VÄES ЕР = 7. VT 


tanî 0, anî = Ê а. AAEF 的 面积 取得 最 大 值 


x+ 

6. А.Ж. ЧИ И ИЕ) W FE AG ШЕЕ И. 

T. 了 如果 CD = 7.0) BC АС, Врло HF ЖК H 36, ЖАЙ AD ”36, 则 不 伦 AC 长 为 何 
值 .总 有 AD > АССР. ААГ. МЦ АС. BEAD .BD 中 有 一 生长 为 7, 不 妨 设 BD = 7.0 AD 
= 36, AC = 18, 则 AC+CD 一 36 或 AC+ ВС 41. ЖИД AC = 27, = 18.С0 = 13 


& C.S € S.S. < S. MUS +S, +S, + 8, 45. ТА. ERIE A ЧЕЙИН 
йужо 4, 于 是 可 排除 D. 6 нш W OF t= M 45 ИЕ = PLS, 表示 其 底面 积 , 则 有 S 


Si = (S +S 十 Si)cow45 TA S +S +S +S. = AHDS MAMA = 14 Z. 2А y. 


可 删除 A.B. 

= MSM 

9. VIF. ам. A EAH 上 жасо, Фе H % ABCD 的 中 心 , 连 
接 BH КСО 于 M. 过 点 E 作 EN | E ВСЮ BE N {E BM 上 , 连 


ЖЕЕ = 


ЖОМЕ. EN — ЗАН — Š VE,NF — VMN FMF? 


VENT МЕ" ~ Va3. 
10. 1 шт. Ав 的 中 点 N Wii ДАММ = 90", 得 MN ~ РАВ = ++ 


Ba 2 在 RAMGN 中 ,MG = /MN: 一 CN - hei DA 


ov = 1< 


п. Уб 网 为 PA | PB. Z PBA = аз',М AB 的 中 点 ,所 以 PM | AB. X 
PC РА ВС PB. 所 以 FC 上 平面 BAB, 风 PC L AB. AM | ЖШ PCM, 
WPM РСМ | Ф ABC. P fF PH | СМ, PH | ЖШ АВС. ¿PCH 3 


直线 PC 与 平面 ABC 所 成 的 角 . 设 PA = aW PM = а 又 PB 一 a. 所 以 PC = 


Уба an РСМ = 


12. mo arcsin б, а. ЕЕ, 1 平面 BCD, 则 ЕЕ, | BO. АЎ EF / АС. 


FG // BD.AC 1 BD. 所 以 EF L FGA E.F | FG.& ЕРЕ, 是 二 面 角 下 一 
FO B ñi fa. йя ААН | PE BCD. ER 3 月, 设 正四 面体 ABCD ie 


= ЖЕ 
EF 


E, = LAH = WË, EF = LAC = La UL sin, 
长 为 4, 则 ЕЕ, = AH g EF = АС 5:70 ZEF. 


E. =m CFG: 


аз. а. BME FEO E E E ЯЯ -KRKY !( 否 则 不 构成 三 角 
形 ), 当 一 条 楼 长 为 1 时 ,其 舍 五 条 楼 长 的 取 值 将 有 4 HMRI: (2.2,2.2,3) (3， 
《3,3,3,2,2), 如 下 图 所 示 * 


DEEG 


віз 

14. B. M x < A 28 ЖИ ТИШ = ME RFI А ж тш MA тй =й. иж 22+ 

28.22 + 20 > 28, 此 时 长 为 22 的 校 不 可 能 出 现在 均 有 长 为 28 的 楼 的 两 个 侧面 上 , f + > 4 时 ,如 图 所 示 
28—20< z < 2820, 


的 网 面体 才 可 能 使 + 达到 最 小. 在 АВС 和 人 ABD 中 ,有 |7 у), Ва, 


F 的 大 小 为 x 一 ЕРЕ 
《第 12 题 ) 
BIDALI, 


ЖГ = 8. 


如 图 ,以 射线 AB ACAD 为 楼 ,AM 为 对 角 线 构造 长 方 体 ,使 AE = 4.AF = БАС = с, 


М сок ВАМ = Да cos САМ = gg соз АМ = хуу. ШЖ AM: = a? + + ‚ВШ соё ZBAM 


+ соё ДСАМ + соё Z DAM 


M сок DAM = 
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(第 14 是 ) (第 15 
16. 8. 如 图 ,作风 面体 的 外 接 平行 六 面体 AA, BB, — D, CC, D. Т FF p с, 

L CD,CD Z MBM EF L A.B.. X EF L ABBIA EF алав /A A 

HT EF ИАС В.р. СА, 1 面 A4186,. 从 而 此 六 面体 为 直 六 面体 ?| 

X B = буб, ЛВ = 6. ZAA, B = 90°, 因此 ,此 六 面体 为 长 方 体 , 故 

AD 与 BC 的 距离 为 

ман 4 4 

17, MRO ,在 四 面体 ABCD 中 , 设 AM 上 而 BCD.RN | Ж АСР. 


是 分 别 为 MuN, 且 AM MBN 相交 于 S A. иа 
因为 CD L AM,CD | BN ,所 以 CD 1 # ABS.W CD | AB. 
4 
š 
в D М D 
td а 
《第 17 И 


如 图 (2) ,过 点 个 作 CP L AB.W AB 1 8 PCD. 

T APCD 中 的 高 线 CE 和 DF , 即 为 四 面体 ABCD 的 另外 两 条 高 线 . 

事实 上 ,因为 (下 L ABCE 上 PD, 所 以 CE 上面 ABD. 

FI. DF 上 ñ ABC. 

X CE MDF 为 APCD 的 两 条 高 线 .它们 必定 相交 .于 是 命题 得 证 . 

18. 答案 是 肯定 的 证明 如 下 ; 

如 用 ,在 由 面体 ABCD 中 ,不 妨 设 AC 为 最 长 的 校 ,与 AC 相 接 的 四 条 楼 AB AD CB .CD 中 最 短 的 
&% Сз. AD + CD > AC 知 .AB + AD > CD + AD > AC-T AB ACAD 可 构成 一 个 三 角形 的 三 
边 . 又 所 .CD ,BD 显然 构成 二 角形 .使 题 得 证 . 

19. ЧЕНЕ P— ABC 中 ,顶点 A、.B.C 处 的 每 三 个 而 角 之 和 均 为 180". 现 沿 PA、PB .PC BF WN 
面体 的 四 个 面 展 在 AABC 所 在 的 平面 上 (如 图 所 示 ). 
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因为 每 个 顶点 的 一 个 面 角 之 和 均 为 1807 .所 以 P. AP: SARR. P: B.P 4 


AARP UCP 三 点 共 线 .因此 入 .B.C 为 人 PP: PP 各 边 的 中 点 ,所 以 PA 一 
ВС.Р.В = АС.Р,С = АВ, PA = НС,РВ = АС.РС = AB. 
20. TLL. 将 已 知 正四 面体 的 两 个 面 铺 平 后 产生 的 蓉 形 ABDC 如 图 所 示 , 那 
,LEAC = 60. Ë P WY BC 的 中 点 .为 入 ABP MRA iB AF = В D 
ҮРЕ = <. 则 
ZAFB = LBFP = РЕА = 120°, (АРВ = 90. 


由 Snara © Зуу» 5.67 + ана: 8 
£ Т 


1 & 
Өз + arsinat 20°. 


Motte}. D 
Е ДАРВ ABFP APRA P. hip. 
улу al Ф 
ЕФ + 
Steta- +. 
3 
юы = 
4 


1 D+ 由 + r+yi 2 
DAI ОФФ еу o = $. 


如 了 十 y 十 = 


2 


зин 

L А. ж = S- АВС. АВ = ВС = СА = SA = a, SB = SC = 
ватма D Fir h: ТЕШ S- ABCD. EK Hi I ABCD 内 
ити 0. 且 因 心 为 顶点 S «ЕШ ЕЮ. юа ти BE FE = f 
形 ,而 这 梯 的 四 校舍 不 一 汗 是 正四 按 惟 , 故 命题 四 也 不 正确 : 设 5 一 ABC 为 正 
SARIE МЮ SA 内 存在 一 点 A“. 使 ВА” = BA. = EIR S— ABC 的 底面 
AAA'HC 仍 是 正三 角形 , 相 邻 两 出 而 所 成 的 二 耐 角 莉 相等 .但 它 不 是 正三 粮 
MAE O 不 正确 

2. с. MII IRR O, ME E r. BiR O: ft f fh D, ñ .WO, O: 在 对 角 (第 2 十) 


Ө sinê = ЭЗ” O, 5ME ADD,A, HUA E & AD, 上 ,在 人 D, ED: 


RBD, kit “AD,B 


PDO = 00, = r+. TRR 2 [r+ (++) 


ЕГЕТЕ 

З. A. 如 图 , 设 M % AB 的 中 点 ,连接 CM B.M, RJ CM | ААВВ 由 三 生 线 定理 知 ,BM | 
A BAUL AB, BM от AA, В В.Я А.В, : BB, = JE: 1. 

设 N WY BIC, 的 中 点 , 则 А, М 上 Î BCC, B, М ZA, BN KHR A,B 与 平面 B81C,C 所 成 的 角 , 设 


вв, = тї A, Bi = Ea, A B= балд N = Ë, 


Mesin A, BN ZA BN = 457. 


АВ” 5 

4. D. {М.Е = Р—-АВС RENKA a NRK Б.Л 上 底 而 ABC, MERE O 为 底面 
AABC 的 中 心 ,连接 CO 并 延长 交 AB T D.i$ PD, 则 PD 1 AB. Ж Z PDO SW PAB 与 底面 ABC 
所 成 一 面 角 的 平面 角 . i} B fE. BE | PA Ф Е.Е СЕ. CE | РА. Z BEC HW РАВ 与 PAC 
所 成 二 耐 角 的 平面 角 . 设 下 为 BC 的 中 点 ,由 题 设 知 < BEF = PDO, 则 RiAPOD сл RiAEFH, 从 而 


У 
pp. s уб + PD = РА. nF врРО = 
BE BF La TENORS "BE 

z 


РА _ нь 
АВ ааз 


SS 
А 


P, 
(第 3 题 ) 《第 5 题 ) 
5. B 如 俩 ,M.N 是 正方 体 中 两 条 互 为 异 面 直线 的 模 的 中 点 ,直线 MN 与 内 切 球 O k l 2 f F. 
下 网点 ,连接 MO HEKE ERE F P.W P RN a. 


MEF HPH GR OG 1 FF. XB PN 1 MN. MR OG / PN. 05 = PN 


w n; МОР OF = at EF = a. 

СРЕТЕН 

аана _ 
2 


RAGGE ОЕ 


в. D. 记 该 是 多 面体 的 8 个 面 的 边 数 依次 为 a «+ 
— D+ Tia Dr = 16а a tutta 二 32, 禾 访 多 面体 的 楼 数 为 


в. 
AES АЛАА, IE n RE RD EBE а BB ДЕШ S fF E Ка. Ч Батаа 
近 极端 位 置 ( 即 底面 正 ИЕ h) EF ШИН ИЯ R ETT T f fh: 5 S i ЕЕ йы ЖШ 


МЕ KER BE TIF KE. SPT Ai =н т f Ê, 
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8. D. 如 图, 设 球 必 为 的 小 球 上 一 点 P 存 共 点 于 MM 的 二 个 面 s.8.Y 上 的 射 [T 
BAM A BC. RA 0) 在 面 了 上 的 射影 为 O, РО 1 CD, ERN QB PA = 
РВ = 3em. PC = бст. НЕ 230 O, C.M 三 点 共 线 , 且 CM 3VEem,OM = 
VERem(R О ЕВ) ОС — (R 一 3)v5em.0Q =) 00, — QO, |=) R— PC 
|= 1 R= 6 | em. PQ = O,CeR— 3) /Zem. fE RA РОО th, i OP: = О? + РО". 
к = (R—-6 +208 3 WB R = 33 R = S. 

=. 填空 是 

у 


9 1F. ХНЛ К сн жа MP EA MIU 


且 与 大 球 都 相 切 ,这 时 四 个 小 球 的 球 心 构成 一 个 正四 面体 ,其 校长 为 2, 四 面体 的 中 心 0 为 大 球 球 心 , 设 


эин зхижонзеҗ ава к-1. юш = бонке, 


10, aretan 7, 如 图 ,过 点 S 作 SO 上 AC.& Ë ЖЯ Oh ЅАС | 而 ABC 
知 ,SO 上面 ABC. 过 点 O 分 别 作 OD 1 AB.OE 上 ВС. 913 DEM SD 
L АВ.ЅЕ 1 ВС, Z SDO.. ЯНИЕ УАВ С.5- BCA BY 
PHM ABRE ¿SOD ~ /5ЕО — 45°. АЙ OD = OF.AD = CE,BD = 4 
BE АЖ AADO 2 ACEO.OA = OL, E О 3 AC 的 中 点 .于 是 BD L АС. ВО 
1 面 SAC, fF OM | SC. ЖЕЖ M.W BM | SC, k ZOMB 为 二 面 角 


А SC ВЕФА. 2 AAHC 边 长 为 sn. 则 BO = За. S0 = OD ~ Үй. 


RASC Фм = LEX =- Tu. 所 以 anome ~ 08 ~ ут, р 


LOMH = aretanyT. 


П. ок AB ™ aC = BAA, = cE RIAA,AO f. O? + AAI = ОАТ о = 


4 ae )+ (t ae уг ah + ас 十 2 ,在 上 式 两 边 问 加 


£ + کو 
REAME 1 e 4 Be Q (e HE (‏ 


Lat + 4 g (Ê +e у> карот Nm SR > atoto Matot сс 3R. MEDS 


вел 一 E Зу. KEIR K ZM K h 12R. 


g 


12. 地 .各 图 . 取 CC, 的 中 点 E, 则 AC, // DE ,从 而 AC, // 面 BDE êk t i ÛR AC, 与 BD ШЙ 
离 等 于 直线 AC, 到 平面 BDE 的 距离 , 亦 等 于 点 А PIF Bi BDE 的 距离 , 设 为 4. 因为 BD | AC ,所 以 BD 
2.5. = F Sa = ЭМСЕ =4, 


J. ACC, A, АШ BD L DE. FR Sawe = Вр. DE = 
BV. Ve шей EAS pX (x<, = 1]. 
їз. 2 O. REEE EL PA、PB、PC NRE = ЖЕКЕН FH, MINK HEH И fa ft IRA 
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直径 ,有 РА? + РВ? + PC: = 100,8 5РВ? + РС 
(j P+ PC) 


= 100, АЙРА + PB + PCY = 


(GPB? + PO? 


(时 二 1)(SPB* + PC) = 280, 故 (PA 十 


PB + РС, = 2 VT. 

м. 250. MV- E+ F = 2,F = 32, Е = У +30. NS RS T+ P 
НЕ ТШ ТААН P + T ЖШ 2Е = VCP + T). 即 VCP+T) = 2(V +30), 
ВУР Т2) = 60. 由 于 每 个 三 角形 面 有 3 个 顶点 ,所 以 VT 将 每 个 二 角形 面 算 


COKA ABERAT. ия. хитан Т. 义 因为 每 个 面 是 三 角形 或 五 边 


ж.йшу(Р + TF )= 32.5 У‹Р+Т-2› = 60 联 立 ,得 唯一 非 负 复数 解 一 


СУ = 30, Ж 100P + 0T + V 


15, УУЗ, ан. BM ETRE 0.0,.0 нас mt st 


250. 


Y fi y L ЖО 与 面 o.B 分 别 切 于 点 入 .8, 球 0 与 面 e .8 分 别 切 于 点 DD、 
ЕАС ОШЕА C.F. W BC L LEF | .Z0 CA = 
ОЕР RIO C = 2.OF = 28.000, ЖОЕ FHM H HRO, 
чш о, 的 切 点 , 且 OF | O,O..OH = 2R 一 2.O 月 一 1.0D, = R+ 1. & 
RIAOHO, 中 ,OH? + O, Hî = 0Di, 即 (2R 一 2 二 1 一 (RHD. WB R = 


ЗУ ев а), 


16. B BR ENIA A.B.C ERO 的 同一 个 大 图 上 (如 图 ) ,由 S... = 


1 


+ X X Asin BOC = 4 得 sinZBOC = 


‚яш нс = Z RSE, Ж LOC 


я ‚ВАС = 2 lE, 1 Z =£ ا8‎ 
т ZBAC =}, RE KRÎ Saw = АВ + ACsinZBAC =< + X8X 


6.5 EMF. ВШ ВОС 2 Ç W RT 2 ВОС 


T. ДВАС = E.R SABC HREM EMH Scr 


Г 


16 ,与 已 知 予 盾 . 故 具有 ZRAC 
xs" 


(第 12 题 ) 


17. (D 因为 A8 = АС. Ж BC 的 中 点 ,所 以 AD 1 BC, 从 而 AD | 平面 BB,CiC, 因 此 DF ЖЕЕ 


在 面 BB,CiC 上 的 身 


又 DEF: = BD: + BF? = Sa? .C,F: = B,C) + BF = Sa? ,C,D' = CD? +СС\ = 10а? «BR DF? + 


CF = 1007 = C, Dî BI DF L FC,. Ж EF | ЕС, 
(D HCD 知 ZEFD 为 直线 EF 与 平面 3B,CiC 所 成 的 角 . 且 DF = уба. # ZEFD 


0", DE 
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DF anso = T5 


又 因为 AR = AC = BC = 24. 所 以 AD = /За 

而 VTSa > Te IDLH E REE. 

18. (D HN DF LAB. Н ZBAD = 90". 所 以 ABFD REK MT CD | BF. 
X PA 底面 ABCD.CD 1 AD. 所 以 CD | PD. 

因为 EFSA PCCD 的 中 点 ,所 以 EF // PD. Mî CD 1 EF. 

Ë CD | ЖЕ BEF 

€2) MAER AC ZBE FG BAG % АС 的 中 点 , 则 PG /PA. 因 К. 


为 PA 上 底面 ABUDA EG | WB ABCD. E 


Е 


исен 上 BD. BER П.М EH 1 Вр. ДЕНО 为 二 面 角 
BD -C MPRI 


а uW BG 


П 
Е A ri 
MIBK BROY GH = Fa. соаг 


19. O) 如 图 CD ,因为 DP / SC 所 以 DP 与 SC 在 网 -平面 o 内- 
又 因为 AARC 的 重心 全 在 中 线 CD 上 ,所 以 点 G 也 在 平面 。 上 ,于 是 SG 与 DP ЕШ. 
因为 SG / DP ,所 以 SG 5 DP 不 平行 , 故 直线 DP 与 SC 必 相交 于 一 点 D 


ПШ в 
(第 19 题 ) 
(2) 如 图 (2), 内 为 SC 1 SA ,SC 上 SB. 所 以 "上 平面 SAB. 又 DP // SC, 所 以 DP 1 平面 SAB。 
在 RUAASB H.D УШАБ 的 中 点 .所 以 DA = DB = D5, 从 而 DA = DB = D'S. 


‚ D1 
SG Gr 


IN ADD'G ^ ACSG KN 


B EB = E 
ж 5 一 ABC 外 接 球 球 心 . 


йя. 以" 中 点 EE 作 SA 的 平行 线 , 必 与 SG 相交 于 一 
4D 为 三 


вне 5 D' & f. ра = ов = рс = D'S 
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20， 设 六 面体 内 急 球 半径 为 " ТАЖ, — BI DLR ЖЕН ИЖ ЙИЛИ FER it 
算 ,也 可 以 按 两 个 楼 长 为 的 正面 体 的 体积 之 和 计算 ,因此 有 


1 М. ерх 1 УЗ у М, 
L x6 x at en = 2x Û x ar xa. 


第 9 讲 ”截面 问题 


一 、 ани 

1. B 正方 体 的 截面 可 以 是 锐角 三 角形、 等 腰 三 角形 .等 边 三 角形 ,但 不 可 能 是 钝 朋 三 角形 直角 三 
АРЕ ЕЗЕТ AI LE BB E CIE HE). FFF DL ЗЕЕ E , EF TF EE HÛ HOV F 五 
ОАТ ОНЕ FE Н! COE ETE FI Ч ОЕ ӨШ. SP DL BP iF ЖШ ЕСШ ЖАЙ 2). 
这 里 的 证 明 从 路 

2. D. 这样 的 截面 有 两 类 :(1) BRO OO ш —4.5— яй. ания АО 


masa о айт ят. н бин t. ши кк. жшт 1. E2 


ж кшш тж и 3 + VT. 
з. ВАЖИЛА З жй ET TELI T ВАБ. 
1. D йн вн ш D DBB， 上 应 成 一 系 线段. 
5. D. WEMA A CM TARREI NE. 
в. сатин ттин НЕО ОН LEL ИУ тл. PE 
线 由 省 确定 了 一 个 平面 有 作 与 有 平行 的 平面 e, 使 得 。 与 四 校 锥 
的 各 个 侧面 相交 , 则 截面 四边 形 必 为 平行 四 边 形 . 而 这 样 的 平面 
可 以 作出 无 数 多 个 . 故 应 造 C、 

7. США B МП BA = ,连接 PC EAD TN Mth ii 
ADD, A, // @ BCC, B, 知 .MN / B,C. 又 M S AA, 的 中 点 ,所 
以 N 为 AD 的 中 点 . W ñi й MNCB, AFERE. R B.C 的 中 


A HN PI В,С Вайса НЕ MNCB, 的 高 等 二 证 PH = 


ЛТ = F2. Sunes, 
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L С. ш, RI SRE HH вор, В, 时 RETRE AAEH 
YEa*( 其 中 4 为 正方 体 楼 长 ): 当 截面 分 别 过 AA1 OC, фам, мај. RR Ë 


积 最 小 .这 时 ,BMD,N WEE. давав, MN = } Ла + VIa = 


二 .填空 是 7 
9. 12. кюле ЛН ДТО ТЯ ВО БЕШП k 1- 


面 的 中 点 三 角形 DR A жт агат RES. 又 这 个 人 面体 相对 的 四 给 


两 个 面 平行 且 全 等 ,所 以 这 个 人 面体 的 表面 积 守 于 原 四 面体 表面 积 的 二 , 故 币 下 的 几何 体 的 表面 积 与 


原由 面体 表面 积 之 比 为 1 2. 


р? 


23,2, шм. @ M,N.P.Q.K.S P M R W AB BB. .B,C, C, D, 


D, D.DA 的 中 点 ,由 本 讲 例 2 知 ,MNPQRS А КУР ВЕЛЫШ. Н УН 


z 


AAC68600.0 Û E ШШ PBA. 


зл, 
u 


3 
365 MN: = 


11. Ê, шт. CN B, COMB, D.M AB.CN а AB, CM 


= ZMB.C.B B,C 的 射影 在 B,D 上 ,所 以 在 RB,CD hh B, DENR 


с.ср „4 
DB, # 


CH 等 于 点 C йт мв, ND 的 眶 高 ,而 CH = È 


24. INC UN DR OY ин шш. AR ш тие K EL UT 3 
anna м во, ш кшк ir 2 B E K 27. KW ÛR e 一 


nD 


1з, 十, 首先 ,过 MN РАННИТЕ AB 
TE. CD ТР. Я Sann = TMN ° hen Bhean > harie iË E, 为 AB 的 中 点 ,0 为 MN 的 


£ 


HALMA ОЕ, 为 AR 与 MN 的 公 和 线段 , 则 k, wv = СЕ, = Ê. HLL Sane > MN + OE, = 


x 


E Sann > 站 .因此 ,Skaseas > 3 E.F BRIAN ABCD BP AR. GHR. Ж 
HEMEN 四 点 共 面 ,符合 条 件 - 


232 


14. 60°, 如 图 ,因为 截面 ECD, УЙ ABB: A, 有 公共 点 下 .所 以 它们 有 一 
条 交 线 EF. EF / CD, , 故 EFCD, JERS. EEEH | рр..®т 
38 H.M EH | 8 CDD,C,.B EH = 1.38 H fE HG 1 CD. 委 趾 为 G, 连 
# EG, W PG L CD. й 人 BiH 3 —Wf E 一 CD, — D HFM MM. 在 


RIAEHG ФЕН = 1.HG = рн = a S. m А 
лин = ЕН FM дин = o. 
(第 14 BD) 
15. LEa. mnata E E EG / FB，, 分 别 交 CC, .DD, 于 CH 和 连 


# ЕН ZAD 于 上 , 则 五 边 形 EIFB1G 为 所 求 的 截面. 易 知 CG Зан 一 


ТЕТТЕ 


(第 15 题 ) 


16. 9 (етт, досюетвияня ETT CE ° 
Viem” ,从 而 底面 边 长 为 Gem. 过 顶点 P FEK Bi 66 РО. WR E O WIE ДАВС 的 中 心 , 且 PO = 2 
Oem, MEK AO % BC F EW AE | BC, 连 楼 PE ,有 PE 1 BC BILL BC 1 ЖМ PAE. 又 因为 DE C ¥ 
面 PAE, 所 以 DE 上 BC kk Sas 上 BC .DE. 面 BC = 6. 所 以 当 且 仅 当 DE | PA 时 ,DE 最 短 ,所 


以 此 时 截面 本 各 最 小 .由 面积 法 ,得 DE = РО АЕ = 3 SE, и kim IPB AB N 9 Tem. 


РА 
ман 

17. 如 图 ,连接 BD, 则 EF // BD. Bi 9 Pr fy RE o ttit EF 及 平面 VBD 

内 的 点 О ,所 以 e 与 平面 VBD 相交 于 过 点 O, 的 一 条 直线 .在 平面 VBD 内 

过 点 О 作 GI / BD ,分别 交 VD.VB T G.I.W GI // EFA G.I RMA 

VD ,YB 的 中 点 .连接 AC XEF ТО, Мао. X O, O, Fš VAC 内， 

设 00, EVA F Н.М EFGHI 为 所 求 作 的 裁 面 . 易 知 Oh 为 OC 的 中 点 ,所 


以 VC ноо, ТАС В НО, = 


=. = GF = 8 
vC = $B. x E= GF 


z 《第 17 题 ) 
<+ VC 1 BD ,所 以 HO; L EF. ШК}. 
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| I San = 2.5 ш = 


18. 随 着 角 6 ЮЖ Ой. a ne ЭУ эе Rip энен. 
щй 3508 AMBC 时 ,如 图 .家 BC 的 中 点 N ,连接 AN ,MN W ZANM 一 


0.H O < 05: aretan Ê ,所 以 


TOE + HO» + BD: 


M, ,连接 NM, 并 延长 
AA, EKRE М ZANM, иц 


M San 


< 


19, 设 S -ABCD 为 已 知 的 正四 校 钵 ,0 为 底面 下 方形 ABCD 的 中 心 ,平面 平行 于 底面 对 角 线 
ACASA BCD OE r EOMER MY S ABCD O RM PHREN P’. 因为 AC | Y 
BD O HE AC 的 重 直 平分 线 上 , H A'B'C'D' 09.087 = OBcosa = 

Asina, 

CD MA OB’ 时 

M a = 0 时 ,Sr Du. 


S GA HC D' 内线 边界 上 , 则 Sr = Svwew = Sawn * cosa = Асом. 


DHK > OB м< = VFT TOF. P у = arewan Ê, 由 


ERKEK 


= arctan Ê Ê (Sr э. = VFA, 


| VEFE (h > Era = = arctan). 

20， 如 图 ,在 平面 ABC 内 ,过 点 B 作 BE Z AD ZCA BEKR FEE 
1# CE AAA ТЕЖЕ ВР. ABC,F 为 平行 AD ЮТЩ RHEN 6 
HORE. 

因为 BC L AD.BE // ADL BC L BE. 

X C,C 1 Ж BCE, 所 以 BC, 1 BE: RES). 

hk ZC, BC ARE š & Ri P s шета. В ZC, BC = д 


《第 20 题 ) 
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i BC = a.M АВ = АС 


utze 


又 5= 
Ка 


在 RIABCC 中 ,CLC = BC ung = a tang. 


Sesin Е 


той ы! = ÊY s. = ВС АЮ = Tee + 
(1+ sin ушеу 


4(1 + sin £ Jung 


第 10 讲 几何 体 的 面积 和 体积 


ани 
D. лм. O fF AB 的 平行 线 , 分 别 交 AD、BC ТЕ. Е.К BF 的 中 
A GEIR OG. BE.M OG // BE. 因为 BE // В.М. ВЕ // FAMND M | 
而 06 (7 Фй ММВ, FR Уз», = Visen, = Уау. В Saono = 


m, = j M PIF NB, G HRE 1. 


Vow = 


2. A RECATA Н ИШАН ,因为 AB = ВС, / АВС = 50", 所 以 AH “ 
sino" = 24/3, ВС = СА = 
1 


1 BOJATI AH 1 i BCEF. R 5л» = 
AB = 2,W AH = VT. X CE = HC = 2.BF = 


LAC = Т.М Ун» = L Sanmi * AH = (em. 


з. Сз BC 1 R ABBA, CD 1 @ ADD,A, O BC 工 AB.CD L A, D.M Wi San w 


TAB = Be Sann = 二 CD + AD = Ê. R AA BD 是 边 长 为 [5 © ЖЕ = Ш.Ш Saro 一 
Legar КҮ 


4. D. š 5 F fE FM // EA Ж AB T. M. ff: ЕМ /ED ECD F N ME tiik ABCDEF 被 分 割 为 一 
ERARE. энн. V = 1 ++ + Р 


x 3+41хзх 5х2 
зхох +4 xax x2 
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5. B. fF PO | W ABC & 2 5 O. 再 过 口 点 分 别 作 OD | BC.OE | СА.ОҒ | АВ.@@# ИЗ D. 
ELF FO = к, Z PDO = 45°, Z PEO СРЕО = 45°, #8 ,00 = h со45' = К.ОЕ = h cod" 
= MOF = h сон = à. E SABC 中 ,直面 积 法 ,得 30D + AGE + SOF = 12,8) 3k + Ak + Sh = 12,4 


1 1 
ву TS = Txsx1=2. 


6. C. 如 图 (1), 着 SA = SB = 5С = BC = 1,5л | SB,SA | SC, 则 Vs we 


(Ë SB = 5С = BC 


эл = ELSA L ABSA АСНУ 


2 У mio). SA = SB = AB 


„с 


VELSA L АС.5В 1 BCM Vse = Vaw 


0 о o 
(第 6 题 ) 
7，D. 设 长方体 人 的 谋面 两 边 长 分 别 为 < 和 ,长方体 甩 的 底面 两 边 长 分 别 为 6， ЬЕ -E 


Mb +h = Ra, Far) brb = Ыла, Mb b Т ВРВ Ка Fart hava: 


-в 1 А ج‎ жн: 
ЕТЕ тут наз. FA > Гаал). 


1 


8, CC 证 AB 一 aAD = b.AA, = cM 4 = АС, = МЕР, авес 1,4 = 3, 
有 四 = > 3 = ш КЁ АС А А.В FEIN СЛ а! =a заса Va FEFE = ad, 
иян ае < ёа. 相 加 得 + + < P. ELDE 


жов 


УУ У < Ve 


BERREKETA ONEMAN RI х (2) 


改变 , 故 公共 部 分 体积 为 了 一 Lx 


1 
з 


B,G.W НЕ / Ж B, FG. FVA Va ww = 
Sanm = Tm G HIF B FH 的 距离 为 1, 故 


BCD 的 中 心 为 O , 术 BC 的 中 点 为 E, 则 AO, = Ya, X OA = OB. OB: = OO + O, B° 


«0, — 


лоу + OB 


ло -ову +O 2.0 — Ê4. OB + La = 0, OB = a, KI r = OF 
рт = Ê +. = Z... 
ОП ВЕТ = Batt v = $er = ae. 

12, 10. 因 为 PA = PB = PC ,所 以 点 了 在 平面 ABC 上 的 身影 为 AARC MILO PO | 平面 


АВС. PO 的 长 等 于 球 O MYER. MV we = 1 . R= 10, 


TR 


Saaw * PO = 


3 
з, Ыым. MF A + = т.т шт келн С к син 


жашка RIE KY A = 2h ,体积 为 V = at + 2h, Larn иж 


ТАЛОНА У м. 


+ 
и. УШІН BRAF ВНА ЦУ, ко = Vran. E ДАВО 


ТРТ ааа 


EA FB” 


GD 


15. Ê. 首先 证 明 四 面体 ABCD 的 高 DH 为 另 一 个 球 的 一 条 直径 - 如 图 , 设 DE L AB.DF | AC. 


RIMA E,F.R АЕ = AF = ADeosCAD = ФУ? соз, HAE = cos2 HAF ~ Мс ВАС 


E жт Ан = Айе = 6. DH = УАР АНТ = z It. ENER ОН E 
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ABsin / BAC 


16. 18+3 由 题 设 知 .T .T, ,… WERNE. T o 


为 直人 面体 . 设 工 4 ë 


тык» вда = аа 


“县 对 于 任意 正 数 1 有 a 


% 
《第 15 三 ) 


二 .解答 是 
17, ООН AC 与 BD 相交 于 O, 连 接 MO, 则 MO // PD. 因为 PD | 


平面 ABCD ,所 以 MO :底面 ABCD. H MO = +т 一 3. 又 N SAB 的 中 


MIREA Sainn ? 
B Vis = V, мө ` Vaaa = Sane * (PD — MD) = 4. 


《2) 过 点 O 作 OH | DN , 重 是 为 人 ,连接 MH , 则 MH | DN ik ZMHO 
为 二 面 角 М DN 一 (的 平面 角 


ERONDA Sun = San = + 
_ ARF к.а он = Зин _ 2. 
X DN AD + A! 后 ,所 以 OH DN Ж 


M tanZMHO = бу = Р. 
18. CD 利用 简单 的 引 理 :如 果 线 租 FG HPM ZFA H.A hr 、 
a F 
he 分 别 是 点 上 和 点 (7 Fia ВБА E AE 
Аа sha she shu ЕКА В.С. KLNM MER WH. 
ЯВАВ ha = ho shn = hes 所 以 d 
bh 
ME T he T ha LB’ 
(D таан FRE HRA 与 CD Hj = pani sem 
的 -个 平面 .因为 以 点 A 和 疡 到 平面 8 的 而 离 相等 . 据 引 天 -平面 p 把 线 
段 AD 分 成 为 -等 分 , 即 KK € R М.Є û BIK KN CA BL LM 5 вм) 
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平面 B 交 于 点 Q 一 KN NIM. 

иза MHL IFES HER HS EE. MQ = QL. 又 据 平面 上 的 美 似 引 理 , 从 点 M 和 上 到 KN 
的 好 离 也 相等 .所 以 

Samer = Symes: 

19. mI. 8 AC 作 平行 于 直线 BD MFN a ТАЕ о 
与 直线 MN 平行 (直线 MN 上 所 有 的 点 到 平面 。 的 距离 部 相等 ), 设 
AF / BD.AE /MN ,那么 AB 与 平面 。 上 的 直线 AC.AF „АЕ MR M| 
的 角 都 相等 .于 是 ,点 且 到 这 一 条 直线 的 更 离 相等 .点 旦 在 平面 ,上 
的 射线 既 在 ZFAE 的 平分 线 上 .也 在 ZEAC 的 平分 线 上 ,于 是 点 
8 的 射影 是 和, 划 AB | Tia. 

四 为 AP = Т.АЕ = 2,AF AE 分 别 是 BD MN 在 平面 a 上 的 《第 19 题 ) 
射影 ,所 以 下 是 CF AFH. HEK AE ЯС. BG = AE ik О; 
VIB TIS = 446 


1 x46 x3 = 46. 


20, MIE HIR Р— ABC 内 有 一 内 切 球 , 册 对 称 性 知 , 球 心 Q - 定 在 三 A 
ВНА PO 上 , 设 BC 的 中 点 为 E, 则 PE 1 ВС.АЕ 上 ВС, Z PEA 是 出 而 


与 底面 所 成 二 南 角 的 平面 角 , 即 / РЕА = *. 
因为 ABC 是 正三 校 仅 , 所 以 点 也 在 底面 ABC ТОННЕЛЕ LAIR 

U QE FÎ PAE A. h tol i. = ig P— ABC 的 截面 APAE 必 过 球 心 Q, 故 A с 

ui — KIN Q. 显然 ,@Q 与 PE AE Ю.О 为 切 点 , 故 EQ 平分 PEA. 


ttr = GD 一 OEtan30' 一 十. 于 是 ， Y 


B Vrome + Vi 


-25 
3 


REZE SKEW УЯА 5 20. r RARE a 表示 ОЕ 的 长 , 则 
r= a tanê. PO = a tan29,BC = 23a. 


MT Va = +a. ea uama, 
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38; 


= 1.3 < PO = at aa 
Ve me ВРО = (Fe! ш. 


Уа 一 


i 
ане usa + 2 


W wna = жам 


E O = E RO = cun Ë а E 改 靖 是 所 求 比值 的 角 不 一 定 是 村。 


F R torent 


第 11 讲 ”多 面 角 、 折 从 与 展开 


一 选择 是 

1, ВАУ 45° + 65" < 1207,56°+ 26° 
十 D6r > 360", 因 此 由 性 质 2 可 排除 D. 

2. A. 8 P REBIR A 点 时 .和 BPC BIRT Z BAC: 5 P ARBA A 点 时 ,人 BPC 起 来 趣 小 ,并 且 
АЕТ o'k Z BAC > ВРС. 

3. C. HIE IK ABCD MEK Sa АА fe AO L 面 BCD. E 5 OM ZABO 为 直线 AB 与 平 


所 以 根据 二 面 角 的 性 质 1 ,可 排除 A. 


又 130" 十 120" 


жори. AO = YŠ ik sins ABO = ЯО = (Ë. 
4. С, 如 图 ,在 射线 SC 上 取 一 点 尸 ,使 SP = 1. 在 面 BSC 和 面 ASC 内 ,过 点 分 间作 SC ЮВЕ, Ж 

SA 于 A', 交 SB 下 B', 则 由 人 ASC = ВС = 45", 得 PA' = PB' = 1,SA' = SB” 一 VE 又 LA'SB' 
60", A'B’ = у. W ñ PA” + РВ 2 = A'B“ , 故 二 面 角 A 一 SC 一 日 的 平面 角 ZA PB' = 00°. 
5, A 在 正方 形 GiG, PLG E = Z SG, F = 90", 所 以 白 双 后 仍 有 SGE = ZSGF = 90°, 


S; 上 BG.SG 1 FO. SG | FU GEF. 
ры 


E 
{第 4 题 ) вва 
в. D. Ш СМ sP р. ЖЕ Ар, СМ = АМ, / САМ = 60", f$ AD 1 CM. 在 ABCM h, 


Ê сє = 2pg = 2⁄8. 


£. 
在 SABC 中 ,AC = 2,AB = 2 /Z.BC = 2V3, AC" + AB? = BC: MF Z ВАС = 90°. X AC? = 4 


ft DE | CM Z AC FE ЖЕ ЛЕВ АЕ L CM,AD = /3.DE = CD tan30" 
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= 2 x 2/3 = CE + вс. AE | BC. AE ж 


BÊ. а AE 1 BC.AE 1 СМЖ АЕ 


1 FH CM. Vamu = Ts + AE = 22. 


7, D.A O fFOE | BD.& E X EER AE на. AE 1 BD. 所 以 /А'ЕО 为 二 而 


л-во сютю. я RAABD 中 ,南面 各 关系 ,得 4 = ABAD „12 f RIAA'ED 中 ， 


. XM RADE 2 RA DCD вре = ёр = F POE 
= ADE = адво - 8. 
8. A. HIE E.G} Wb IEE SB SD 的 中 点 ,其 FL = + nD = да 了 
连接 AC AF , 则 SA 上 АС,АЕ | SC. fE ASAC 中 ,由 南 积 关系 ,得 AF 


ый i, ORD 
Ж. 7 o 机 对 称 性 知 ,AF | EG VA Suma zF BG ; 
1 


4 
又 由 射线 定理 ,得 SF = 52 


zw (вк) 


„ЙА PPH L FW AS 


‚жез H. MEA HAMI HD 1 SA ,HE | SB. ERAN 
D.E. $t PD、PE, 则 PD L SA.PE L SB. АМ SD = SPeos6" = Ê.SE = speovto' = +. X SPHE 
为 方形 ,所 以 SH = /SD FSET ~ ¥. k PH = МРТ БИТ = 1. 

10. Fanen A.B 两 点 重合 于 P, 则 PE | РС,РЕ J PD. 所 以 PE | ¥ PCD, A PC = PD 
= CD 一 2.PE = 1. танкан Vr wu = 二 sw « PE = T x хт х1 = #®. 


її. 2+. ит, ABCC, HF вс, 折 起 铺 平 在 正方 体 的 对 角 面 D. 
ABC, Di 所 在 平面 内 ,这 时 ABCC, D 是 一 个 五 边 形 .过 D, 点 作 D.Q 1 
ВЖЕ ОВС ТР... P+ РО = D QB. 6 ñ fi W 
DIQUC, Ф.А = 45, 则 DQ= СС, +C, Dı cost = /# +2. 


Sn ЛЕ ДОС 知 ,AECD 为 平行 四 边 形 , 从 而 人 CES = 


12. 


(第 11 D 
ПАВ = ZCBE = 60", 所 以 CE = СВ = BE. FIR DA = DE = АЕ. J fi = P— CDE 为 正四 面 
体 , 且 校 长 为 1. 把 正四 面体 P— CDE ЖА ЕЛИ E TE U EES f B AE TE Pr ikin —ЖШМ ИА, 


ki EMEKÊ. GEES DEER RY KI Ê. 从 而 正方 体外 接 球 (也 是 正四 面体 一 CDE 的 外 
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ED EE Ê иик нна V = (F) -Ea 


13, 15° & 75°. @ RIAABC Ф. AC = 1.ZACD = ZABC = 8.W BC = cos. AB = sing,AD = 


sin, BD = co 折 起 后 ,AB = TTT. HRB. SELE sn Gi! + сок) _ L 


化 简 得 sin2b = 二 ,所 以 20 = 30° й 150°, EF 0 = 15° 175°. 


2 
и. VE. RE HFEF HEZ 5 FYE GE -平面 内 ,这 时 连接 AC E1 于 M, 则 AM 十 


最 小 值 为 AC = ИЕТ VB. 
шке abe MN 


CM 


e£. 
амво = 1. i: 
FW PA 一 1. 分 别 在 PB .PC 上 取 点 B',C ,使 PB = PC = 1.W P (第 15 题 ) 


ABC 是 校长 为 1 的 正四 而 体 . 吻 知 这 个 正四 面体 的 高 为 


وک 
Vy mw = Veme = Боле «a= Ê.‏ 


2) VIF Тат, 6 E = WI Wi = fa S b н # йя. = 241 2a’ cos30" = (2 


让 三 楼 锥 的 体积 为 V 
ман 

17. 如 图 , 设 三 面 角 5А ВС 中 , 面 B, SC，| EGSA, RAEAN 
砚 证 明 如 下 ， 

OD EFE ABC L SCM SC L AC.SC 上 BC ,所 以 CACB 为 二 面 角 
А5С 8 MPM. 出 题 设 知 人 ACB = 90.8. AABC 为 直角 三 角 Y < 
ж. á 

(2) FEI ARC 1 SA . 则 过 SA 的 平面 ASC | 平面 ABC. 又 平面 SBC 4, a. Ë 
L Fi ASC. ТАСС 平面 ASC 内 ,所 以 BC 上 АС. ДАВС 为 直角 二 角 i 

(第 17 题 ) 


ж. 
(3) 若 平面 ABC | 58.050) 可 证 BC 1 AC. 则 截面 ABC 是 直角 三 角形 . 
18. CD 如 图 .连接 DHA CH | 平 而 ABD, 所 以 人 CDH 是 C'D 与 平面 ABD 所 成 的 角 , 且 平 
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W CHA 1 Fii ABD. 
FR DEDE | AB. EE E. DE 上 平面 CHA, 所 以 CDC'E 为 CD 
与 平面 CHA 所 成 的 角 


„к ШЕ DH Я Š 4 
HA ча DCE = Эр; < CB = sinZDC'H, Ш ZDE < 


дсн. 

Ë ZDC'E + ZCDE < ДСН + ZCDH = 90°. 

(2 如 并, 作 HG L AD. Ë % G. Ж CG. W CG | AD. RU 
ДСОН R Nf C - AD -HH 的 平面 角 . 即 ZCGH = Go. HWR 


角 V 一 ABX MIR VCO 在 三 面 角 V 一 ABX 中, 简 
记 二 页 角 为 X 一 VC 一 0 为 CC 一 VO -X 为 DO.A~VZ 一 D 为 Z, 则 二 面 
角 且 一 YZ 一 0 为 x 一 2. 在 三 面 角 V BZC 中 ,由 正 络 定 理 ,得 

BVC ) _ чал 
sn ZZVB SC 
MR. ih V — ХОС 中 ,有 
sinZ XVe T Ф 


sinZ CVX 2 маб’ 
E 2MIN V 202 中 ,有 


sin¿AVZ ,sing 
sinZ OVA 9 


nhVC , sinCAVO , sing AVZ 
АЗ АЕ ГЫ. ` !- 


ия. F “ff V AXC 和 截面 VHO, 有 


sinZCVY , sing AVO ‚айл XVB _ | 
sinZYVA ` sinZOVX ` sinZBVC 


ЕКЕТ д. 

20. 如 图, 在 SABC Fí f f Жї. r Bi А. A,B,C 作 BC.CA AB 
ж.а TATR FA А, В, <C, .连接 SA, ,SB „5С, „Л.В. 
сз BECA A B, 的 中 点 ,网 


Ф 


(第 19 是) 


B.C, = 2а›С,А, = АВ = 26. 
АЙ Samy, = Sau Voar, = Узак. 
f AS — АВ, = АС, = ч.н /C,SB, = 907. 


BR.ZC,SA, = 007, ZA SB. = 907. 


I$ SB, = SC, = узб = EM Venn = aye. 


«тов 


А 


r +y ау He ‚Аб Hr = ae. 


243 


2u + +h. 
200 一 他 = 2 س‎ улі 


вав OK + 


- VT Te ву. 


第 12 讲 ”最 值 与 不 等 式 问题 


一 ,选择 是 
1.A, 设 大 球 的 最 小 半径 为 R, 要 使 大 球 半径 最 小 , 则 四 个 小 球 必 两 两 外 切 且 都 与 大 球 相 切 . 从 而 四 
个 小 球 的 球 心 构成 一 个 校长 为 2 的 正四 面体 . 设 小 球 球 妃 与 大 球 球 心 的 距离 为 <, 则 一 及 一 1. 易 知 < 一 


后 Б 
У кет, 


2. D. Ч ABCD 中,AB = 5.АС = ВС = BD = CD = 
易 知 CP 上 面 ANE, 则 该 四 面体 的 体积 Y = TLS. + CD 


AD = MCD PA 


1 
з 


E ,连接 АЕ BE. 
< JAE + BEsinZAEB ,CD < 


Lal. 当 且 仅 当 AE | BE 时 ,上 面 的 等 号 威 立 

HIMM A — BD —C MEMM M /ВЕр = 0 BD 的 中 点 
F.W EF 的 长 为 直线 AC У BD MER. (1) а ZA = 60. ЕВ = ED = +, М ВЕР = 年 时 ,EF 
MEF = 2. (DF LA = EM EB = ED За М ZBED = $ MEF = 


G. meo ET ET EE 


A C, 8 KF DAE жшж Fe E DI FIR F (КЄ FF fh б ин йн RI, А 到 C, 的 较 
ийи OM о FOTN = Va FF Ра (FEF Fiu = 


= баҹ 2вер 


Тач ZHED = ФЕР = 


5. СРО АЕН шига WJ 3 F f fí BD 与 SC 8) BE 8. 设 底面 正方 撒 ABCD 的 中 心 为 0, 则 
HD | PT SOCAN O fF OM 1 SCE з M.W OM 的 长 即 为 所 求 . AY SO = 2,OC = 1 所 以 SC 
25 


= б.н SL ° OC SC OM, 得 OM = 


f. D. IM % АН L OB.AB L OP, 所 以 AB 1 РВ. X ОН 1 РН. РАВ 1 Ñ РОВ. Mi OH L 
COH | PA. х СЭ PA 的 中 点 , 则 CC | PAAL PC 是 三 楼 维 已 一 НОС вй. B РС = 2. 在 
АЛОНСО = 2, 所 以 当 НО = HEBES me RAARD Vo ww = V, me 最大 .此 时 ,HO = YF, 


WHO = DOP it Z HPO = 307, БИЛ ОН = OP1an30 = 
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7. C 由 题 设 知 , 四 面体 ABCD 的 四 个 面 是 全 等 的 三 角形 , 设 各 面 面 积 为 S, 由 面积 射影 定理 ,得 S 
= Scose + ScosB + Scosy. W сола + cosf+ созу = 1. 由 柯 西 不 等 式 .得 3(cosra + cos p+ cos y) > (cosa 


Lefton! = 14 cote кесер ж ety >}. 


8. с. тад. HE D.M MTF АВН E- ВЕС 的 体积 - Û x Lx 1 x 1 = kon 


图 60)). 但 水 是 液体 , 液 面 会 形成 -个 过 AEFG 的 四 边 形 EF NM RE KBE R Rl 1 — Varras = 


1 一 去 x 去 x 去 X1 = ВИЯВУ ABC MERY 1-У mr = 1 Û x+ 


1 ы. 
x} x1 x1 = ойнас 


zacem 

9. (Osn arccot DD. BR, ZPSQ > 0,14 P QIE AEA RRAIN N, PSO 有 最 大 
从 .这 时 PQ = Va. SP — SQ ад cos Psa — ЭР” ЗАО _— 1 LPSO 
= к arccos +. 


3 
10, 16/2. 设 长 方 体 的 长 、 宽 、 高 分 别 为 <,y.=, 则 xy = а.Н +y +Z 一 16, 所 以 16 
+y эу = BRO < £ < 2T. MBI r= у= 28а, 一 25. 从 而 Se = 2(r + yde = 
2s VI FY Fiy = 2 VOB = 2 ОЙ C m2 TF T27144, 此 活 数 在 (0,2 
VT] ЕЛ Н z = 2 /2 时,(Sm) = 162. 
11, 7 FETAR I A TE L E AE A uk NB LE 4 个 小 四 面体 和 1 个 中 心 人 而 体 ， 


在 此 人 面体 中 只 需 有 3 个 点 , 则 必 有 两 点 的 距离 不 大 于 号 . 


12. Stn. 设 园 柱 的 底面 半径 为 АА Ш Я xh = 2xr + 2a Dh Êz. 从 而 体积 V = 


^ 


mh = an —2 = 7(z>0), 则 V= 2x 


КЕЗЕ рея 


5л. 当 且 仪 当 Wr = 3 时 ,等 号 成 立 
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13. 四 .如 图 . 设 PA = a, PB = b.PC = coff PH | 平面 ABC, 生 是 为 
HH, 易 知 H 5 ДАНС MEL. ЯЕ BH E KZ AC T Р.Ж PD. 则 BD 
j AC,PD | AC, 故 人 PDB 为 二 面 角 P — AC 一 日 的 平面 角 . 即 Z РОВ = 


a f RIABPD 中 ,PD = PA PC 一 BD = /PD'+PB' = “ u 
э > 
ааб g 
КР = CR 


TF FFE FE 


اا 


are ` N cose = cosg = cosy = FÊ, DO BREM 


BL cose + cos A+ cosy = 


9 


ЕУІ 


наз ta p+ un! y = secta еса вагу 32 в. ока. 


ч. Ê, ШИН AB.CD ОФА E.F. ide СЕГЕ ЕР. DA = 


a 
DB = CA = CB = 所 以 DE L AB.CE | АВ.Н ГЕ = CŒ AT AB 上 平面 Ч 
СЕ ,ЕЕ | CD. @ АВ 24.00 = 2. W ЕЕ = VEF = 4 С 
ИЕР = VOET M Van = Sume АВ = + ë 
а LELE # 
РЯ (第 14 题 
.ya сет FH BD a = ba овла 一 CD 
CEECEE 
15. кутту ENERE EA r URAA АА БЕ 
ык Z ойк учы ек a WB V, = er o 2a = 
KN u = 2r т?б + Bar а r = рту. Жаб = yÊ < а ЦЕВИ, = ar о 2e 


.方案 2, 选 择 34 —2 WOEMA -2a 为 底面 周 长 ,由 2xr = 2a, 得 一 E R Ar б< 2а, 


> V. 9% 
国 为 Vi > уйат т 


16. -arcan £. ОЗНА O, 为 底面 人 ABC ӨҢЕ ©. FIFE ЛАЯ Р.О. 


аза (20 = 3 


+d 1 
= GY. ma aD = yAD 


„Я tane + j) = ane + tang 一 


LAR 
T tmang 3а ANEN 


5, ETE 
Жш -d = AO: = + 


ABC 过 球 心 O 时, КУЗЕ И а tane + ЖАХ — + ik a + 2 MRK «= arctan + 
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\ 


三 ,解答 题 


17. 设 PA =a.PB = b.PC 一 因为 ZAPB = BPC = ZCPA = 90", 所 以 四 面体 的 体积 V 一 


1 
+. 


Я5=в+ь+с+ Va FF + YF FE + МО Рат 
>3 Yak + VIB + JEK + VI 
3 akc + aT Yale = s + Ya 
зак VV, 
sz: 
102 
чибча ь 


SEE 一 
167 


所 以 V 
时 ,上 式 等 号 者 成 立 


ку... 


18, 由 题 设 得 sin'e + sin’ g+ эн y = 1, о.д,у € 00.50.0 


aia m 1 sp нё у соор сө 


= cosl p+ сонр y). 


и cosp- у) > сомр+ DBE эё > cost ( A+) = а = (+ 


маку Жа +й+у> 


мању Ма + Ба+а8+у> + 


Жо+а+у> +. 


+ sinn = 3, ) sp 

+ sinî + мау = 1. 
从 而 sin’ 
因为 gat 一 yi < 
FPE costa + 7) > cosa T y Ваз уса ty. 


осока — 7>. 


=p. 


ИЕЛЕН Ж a +A +, RK. KS a = 


TARK û asa È, 
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1 
A 


BEREAT <a + B+ YS 3 arsi 


$. 
19. BS А, ШЕШЕ S.G = 1,2,3,4), 则 四 面体 的 体积 为 


由 柯 西 不 等 式 ,得 


1 
Я wl 
(th th + косу 


ЛАТА + h, = Ibr, 
20. 证 四 面体 PABC 的 体积 为 V. 如 图 , 作 PD | AC. EW Di fr BE L 
PC. BEN E.M 
1 


y < L. 14c. PD. 
<37 > AC Рр. ВЕ 


= PD o a sind = Lab < Ро 
EPD «a sind = LQ PDsing 


Ta, PD sinto — p = Fab PD cong. 


当 且 仅 当面 PBC 1 W PCA 时 ,上 式 等 号 战 立 - 
在 APAC 中 ,由 AD+ DC = Б. 


PDeotA + PDeotp = b JUP cota = Ó 
所 以 PD = Ê, 
Etg 


从 而 veda. ee 
Пр 


‚зе 
EF acoip 


ат 
ley 1 = 
%“# TT TF tanî p(B co 


+ r= mangtr > O0, 


П 
2% 


пе А ОНС 


— (аскага 


jete 
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>з УЛУ +з УШУ + +H = ak +k у. 


当 且 仅 当 面 PBC L dî PCA , 且 tane 


时 .上 式 等 号 感 立 . 


АЕ P — ABC HRRK, 
сї + ر‎ 


第 13 讲 立体 几何 中 的 计数 问题 


一 ,选择 是 
1. C. ini. # pi AB BC CC, sh ñ E.F.G.W EF // AC SFG / ВС 
所 以 ZEFG 为 AC 与 BC, 所 成 的 角 ( 或 其 补 角 ). 又 设 AB = 1.W EF = FG 


А 6 
ad L ZEFG = 120°. AC 


,用 余 强 定理 ,得 cos EFG 


与 BC, 所 成 角 为 560" 从 而 ,过 点 А, H š AC НС, BIR GO 角 的 直线 有 3 条. 

2. .一 共有 Ci = 55 个 二 期 形 ,每 个 面 上 至 少 有 2 个 非 锐角 三 其 形 , 乌 
个 对 角 面 上 也 至 少 有 2 个 非 镜 角 三 角形 .所 以 至 少 有 24 个 非 锐角 三 角形 .从 A 
而 最 多 可 能 有 56 —24 一 32 个 锐角 三 角形 . 

3. В, 在 正方 体 ABCD — A, B,C, D, h. АВ, CD, .DA ,这 四 条 
直线 显然 两 两 异 而 ,所 以 m > 4. 又 所 求 异 而 直线 与 正方 体 表面 的 交点 两 两 不 同 , 且 最 多 有 8 个 ,而 正方 
体 仅 有 8 Тий. ТА KAK < a. 

A.B f 2 палена. TIRK 2,3,5 IDK rit i k 00 te К: 30 的 正方 体 的 一 条 对 


пиявка [$+ FF [Fa] [82] [s] [кхзжъ]” #1. 


MD K 90 的 大 正方 体 的 一 СИИ куйи кала АЕ = 66( 个 ). 
5. B.A.D.C. 


û. B. 分 三 类 :0 ищ л W SER ETTE CI 个 ;四 тйл W Уш LITE = тж 
хз - 


sl. sq O тий и унн изи EET E 


т. DEO PAA ,Ai A, PAR =й ЛА, (А, А, ‚А, } АБ Ау АЬР 
连 线 ,而 不 同 组 的 两 点 同 均 连 线 . 对 于 其 中 任 四 点 ,至少 有 两 点 在 同一 组 中 ,其 同 不 连 线 .所 以 图 中 不 存 
在 四 面体 .这 时 有 GCC = 27 个 k 

58，A. Ланка THR = PRK ЖШ A E GL жр ШШ н —1- 
BS KFA HIE MMT RA FRED. 对 于 给 定 的 4 个 不 共 而 的 点 .存在 ? 个 到 这 4 6 EMF А 
这 7 个 平面 中 任 选 3 个 ,有 (C3 = 35 种 . 但 是 现在 需 二 个 交 于 一 点 (平行 六 面体 的 中 心 ) 的 平面 , 故 应 从 35 
个 平面 中 排除 那些 平行 于 同一 直线 面 组 ,这 样 的 平面 组 有 6 个 , 故 能 确定 平行 六 面体 共有 29 个 . 


另 解 :这 平行 六 面体 确定 的 不 共 面 的 四 点 组 的 组 数 为 GL l — 29. 故 能 确定 平行 六 面体 共有 29 


= I8 TRH CHIH 18 = 49. 


249 


二 填空 是 
5. В.Е HEH 6 个 表面 和 6 个 对 负面 .它们 都 是 正方 形 或 矩形 . 而 每 个 正方 形 或 算 形 中 都 有 + 
个 直角 二 角形, 这些 直 角 三 角形 的 顶点 都 是 正方 体 的 顶点 . 故 共有 12 x 4 一 48 个 直角 三 点 组 


10. 12 8. 如 图 ,因为 E.F.F,.E, ЯЖ ABADA, D. ‚А,В, 的 
中 点 ,所 以 面 EFF, E, // 面 BDD, B, ,从 而 平行 四 边 形 EFF, E, 的 四 条 边 
和 两 条 对 角 线 共 6 条 直线 者 与 平面 BDD, B, 平行. 癌 理 ,在 平面 BDD, В, 
的 另 一 年 也 有 5 条 直线 与 平面 BDD,B, 平行 . 放 与 平面 BDD,B 举行 的 
直线 共有 6x2 = J2 条 . 

п. зв, 分 两 类 ;第 一 类 取 一 个 表面 有 4 个 正 交 线 面 对 , 则 6 个 表面 共 


有 4X6 = 24 个 正 交 线 面 对 ;* 第 二 类 取 一 个 对 角 面 有 ?个 正 交 线 面 对 , 则 
6 个 对 角 面 共有 2X6 = 12 个 正 交 线 面 对 , 综 上 所 述 ,共有 24Y 12 = 36 Gi 
正 交 线 面 对 


12. 36. 正四 面体 内 密布 小 球 的 放置 规律 是 :从 上 往 下 ,第 1 层 1 个 .第 2 层 3 个 ,第 3 层 6 个 
лате +, аин 层 小 球 ,其 放 球 总数 5. = XS 


1 РЕТ 
2 но 


Dtn+ 2D = 120,4 m = B. ЗС 8 层 小 球 ,其 底面 所 帮 球 的 个 数 为 8 学 2 — 36 +. 


13， 无 数 对 , їйїн, ЧЁ BD, ,其 必 与 DB, 相交 , 记 交 点 为 0, 则 BD, 与 5, 
Ав 交手 有 .与 AD ZF Di iè BD. H h. W & CC, ЕЖ Moi y 
румй BM „рм 390) лож 1 R г ж ж ® Ж. ARAB RHE 
相交 直线 对 cl: 有 无 数 对 

14. 6 个. 从 上 重 直 往 下 奇 ,各 明 影 面积 的 和 为 1. 没有 "个 正方 体 , 各 正 


方 体 侧面 面积 之 和 为 401 十 志士 去 ! 


Lilia 
жаактан 4 


жрт) + 1> 8.802 > 20. MEA n > S.M ы = 6. (13) 


15，t2n, 依 题 意 , 新 的 立体 图 形 共有 24 FEA ОЕ JEH С, = 276 Ж.И 
эха 


пик зз Ке) RE DIAEA 36 Ж. 新 立体 图 形 的 每 个 面 上 有 8 TB S.M O£ i 32 Š 
20 8,56 ШЖ 120 条 邦 在 原 立 方 体 的 表面 上 . 因此 ,位 于 原 立方 体内 部 的 线段 共有 276 一 36 一 120( 条 )。 

16. 30. 因为 对 于 个 已 经 涂 好 的 正方 体 来 说 .为 合 不 出 现 重复 计数 ,可 选 一 面 为 此 面 , 选 法 有 C 
= û 种 , 青 选 一 面 为 正面 (这 时 应 排除 上 底 南 ). 选 法 有 Cl ~ 4 种 故 满足 题 设 条 件 的 涂 法 有 #5514 = 30 
种 

куман 

таў ANRE TEMS A-H ATEEN AEA. 

АЗЕ BBA иен „шй эрй, fi B A E ЕЕЕ RE Ша LL 
ТЕРЕ Еа 

在 确定 顶点 时 .和 要 针对 以 上 确定 底面 的 四 种 情况 ,分 别 确 定 顶点 的 个 数 
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CQ 以 全 而 为 底面, 若 有 5 种 ;以 对 角 而 为 底面 .有 5 种 ;以 一 底面 的 一 边 与 另 底面 内 和 它 平 行 的 
对 角 强 构成 的 四 过 形 为 底面 .共有 10 种 .对 于 以 上 20 种 确定 底面 的 方法 中 的 每 一 种 ,其 顶点 的 确定 区 
Ж 6 种 , 因此 ,针对 这 二 类 底面 的 确定 方法 , 共 能 确定 四 校 锥 20 x 6 = 120( 个 ) 

12) 以 正 天 楼 桩 同一 底面 的 四 点 构成 的 四 边 形 为 底面 ,共有 2C: = 10 种 . 对 于 以 上 10 种 底面 ,其 项 
点 的 确定 均 有 5 种 . 因此 ,针对 这 一 类 底 击 , 共 能 确定 四 校 巡 10x 5 = 50( 个 ), 综合 (1).(2) 可 知 .以 正 天 
жн 10 个 顶点 为 顶点 的 四 校 杀 共有 120 十 50 = 170 +. 

18, 分 两 步 : 

第 一步, 证 明 必 存 作 过 直线 a 的 平面 同时 与 直线 56.c 都 相交 ,日 这 样 的 平面 有 无 穷 多 个 ， 

如 亲 , 在 直线 6 上 到 一 点 所, 南 e.8 成 异 而 直 组 知 ,点 至 与 直线 可 确定 
мо 车 平面 。 与 直线 * 相交 . 刚 第 一 步 已 庆 立 : 若 平 面 。 与 直线 * 平 
памян рвав, ,过 点 与 直线 < 再 作 一 个 平面 a. ва, È 
РАЛИЯ. Ро RATEM НР o 必 与 直线 "相交 ,否则 < /7 
re/ ar, 由 此 可 推出 直线 "平行 于 平面 a Ча ања SD Ma. À 
жийи. 

所 以 ,存在 过 直线 o 的 平面 。 SARS 相交 于 BB, 与 直线 -相交 于 人 C. 

жй В МИЕ EFE ik КЕШ о 有 无 穷 多 个 (事实 上 ,过 直 规 a 
所 有 面 中 ,最 多 有 一 个 与 直线 平行 ,也 最 多 有 一 个 与 直线 c 平 行 . 除 这 两 {第 18 是) 

个 闪 面 外 , 均 与 直线 6.c и т). 

第 二 步 ,讨论 直线 ис уңа MRR. 

连接 с. ШӨ BC йй ЖЖ. DC 与 。 MZFA A BS ER abc 均 相交 的 直线 1 

着 直线 snn PE Mat a MESS ARO 相交 的 平面 ,交点 为 B.C. h. 为 异 面 直线 
ABC, KR Bj BC 平行 ,从 而 ,直线 B.C, 必 与 直线 。 WEMA BC, 与 直线 4.b.c Piti <. 

击 于 过 直线 < 的 平 硬 无穷 多 个 (最多 去 掉 三 个 ,与 直线 6 平行 ,与 直线 < 平行 ,到 使 BC /a 的 三 个 
平面), 故 同时 与 直线 .pe BEM HRN REN ET. 

19, n HRN 5. 

如 图 ,连接 面 对 角 线 可 以 将 正方 体 ABCD — A, B,C, D, Я ЕИ л РА 
面体 B = АСЮ, ТА В — АСВ, A, — AB, О, .C,B,CD, .D— A 
ACD. 因此， = 5 ТЕСТА 

其 次 .分 成 四 个 四 面体 是 不 可 能 的 . 考虑 两 个 平行 的 正方 形 ABCD 和 
ABO, D ENIRE KEI F EFIA iE. 义 四 面体 的 每 个 面具 能 是 三 
角形 ,在 此 每 个 面 至 少 属于 两 个 四 面体 . 


设 正 记 休 楼 长 为 a 出 这 四 个 四 面体 中 每 一 个 体积 都 不 超过 让 


(第 19 题 ) 


Lo MATRAN MRA 4X La? = Te < a FM. 


M n f BE INA 5. 
20. тт т SURB. t b Katik. FER, LAE FR AREER A. 
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ES сес 

пли AEA C Жн RARIS а Ити. 
有 最 小 的 . етей БШ. FF Hf Ei 8S AR 1, JÊ bk P 点 到 1 的 距离 
PH ЗЛЖ, 如 图 ,下 证 ! 恰 好 通过 其 中 的 两 个 已 知 点 。 

若 不 然 \ 则 ! 上 至 少 有 3 个 已 知 点 ,其 中 必 有 2 个 点 在 H HRM. RY 
@ з A fa B.W 0 НА < HB. ЖЕ PB {E AD | PB. ERA D.HE 
1 PB,8 8 3 Е.И AD < HE < PH , 即 存在 点 À 到 直线 PB HER h 
T PH ,这 与 PH WB t Pñ. ш гаи e шя. ин. ZE 
有 一? 个 已 知 点 ,每 个 点 与 1 可 以 确定 一 个 平面 ,最 多 可 以 确定 "一 2 个 
平面 ,但 通过 иҗ ТЖЕ. НАН n 一 2 个 平面 后 ,还 有 无 穷 多 个 平面 通过 直线 (, 它 们 中 
的 乌 一 个 平面 恰好 通过 两 个 已 知 点 (1 上 的 两 个 已 知 点 )- 


жай ”轨迹 与 非常 规 问题 


一 .选择 大 
1. C. йш. а РЯ ABCD MIENE FERR AB BFR d2. 4 P B fU B.C, 的 距 商 等 于 它 


到 点 局 ба. тшер ЕЁ! 一 L.A тта жтшАВВ,А, ЕИ В, 为 焦点 ,AH 为 相应 淮 


(8 20 


СТЛ СТА 
2. B ШШШ AB ЖЯ R Aka 的 公 垂 线 的 两 个 三 旦 , 取 AB 的 中 点 
NN, 作 BH // AP , 设 BH 与 5 所 确定 的 平面 为 。, 则 = // a 过 点 P 作 PH L 


жт» Н. MM | a ШФ M 在 BQ 上 . 因为 MM' РН 
AAB ANB. жшн митинк N AFF Fo 的 平面 上 . 又 界面 直线 


| жш ZQBH = 90,QH = =, да MN = MB = +Q = + 


VETT э. жй M IKK EEA N SN. VE 一 HERAN 


3，D, 因 为 其 中 一 点 在 经 过 另 一 点 的 所 有 平 而 上 的 射影 点 对 两 已 知 点 的 视角 均 为 90 所 以 射影 点 
的 软 途 是 以 两 已 知 点 所 连 线段 为 直 医 的 球面 

二 填空 是 
EF 上 一 定点 且 与 EF 垂直 的 平面 (其 中 上 ,分 别 为 AB、CD 的 中 点 ), ik ABCD 的 中 点 分 别 
为 E.F, 在 AMAB 和 入 MCD 中 .由 中 线 长 公式 ,得 4ME: + AB: = 2(MA? + МВ) АМЕ + СР! = 
20м + MDT). BW MA + MB? = MC? + MD: ,所 以 4ME* + AB? = 4МЕ? 十 CD', 即 ME 一 MF = 


(Cp: -AB WEM. X E.F HMMA M MAEN EF 上 -定点 且 与 EF 要 直 的 平面 


s Ê HRSA BERT KE E EPN AC .平面 AB, FR AD, 内 的 部 分 均 是 以 A 为 并 心 . 半 


жа 


спят вих. свиякиа ахаха х 2YÊ — rE AC, PRC DFE 


ахай. 
кс, тюн же ы. A akana 


sf 
sbn 


AHI 的 天. 三 段 必 扬长 度 之 和 为 3X I 


мин 
. ЯЯ А,В ЖИЕ AA’ | e.BB' 1 о REHAR AB K PANELA REE ZAPA 
Ы AAAP ABB'P, 所 以 有 


тА; 


АА, _ 

-M =a 

因为 A.B 为 定点 ,a 为 已 知 的 平面 ,所 以 AA’ BB’ HER. û HRRK. 

BAAR A'D' 之 比 为 的 内 .外 分 点 分 别 为 MN, 则 P җи IÑ ИШ MN WENN. 

1. 分 法 不 叭 一 下面 给 出 一 种 较 精确 的 分 法 :将 已 知 正方 体 分 为 = 
个 相等 的 小 正方 体 . 令 充分 大 ,使 得 与 已 知 正方 体 共 面 的 小 正方 体 中 ， 
每 一 个 而 及 内 部 均 不 售 岂 知 点 ,找到 ,使 得 ww > 20031, 对 于 所 讨论 的 小 
TEH RW RTE TER Ei. 

в. MAO- у: 为 所 给 三 面 角 ,人 A.B.C AHR Or .Oy.O: 上 的 О 
点 , 且 到 相对 面 的 距离 均 为 w, 则 三 楼 仅 O ABC 的 体积 为 


wa ба = 二 Some sa, 


з 


从 而 


设 M 为 三 面 角 内 或 表面 上 的 任意 一 点 .用 a, .as „а, 分 别 表示 点 M 到 平面 Oys .Ozx Ory ВИР. 
以 M 为 顶 版 ,分 别 以 OBC OCA .OAB 为 底面 的 校 锥 体 的 体积 和 为 


П у 


记 四 面体 MABC 的 体积 为 ,于 是 二 校风 O АВС 的 体积 为 


Ve Kasqa а У 


其 中 的 符号 取决 于 点 M 在 平面 ABC а-и. Т, ЧА ОЧУ = 0, 即 点 M 属 于 AABC 


时 ,有 + ar 

国 此 ,所 求 的 轨 过 为 SABC. 

9. 任意 三 个 已 知 平面 恰 有 “个 公共 点 ,我 们 称 之 为 核心 点 

对 任 一 已 知 平面 S, 设 SABELA. PRS 最 近 ,S, S.S 是 过 的 三 
SS SS 组 成 一 个 四 面体 PABC， 

É PA PB .PC 内 部 任 一 点 到 S 的 距离 小 于 尸 到 S 的 距离 .因此 这 些 点 都 不 是 核心 点 . 从 而 任 一 已 
知 平面 区 不 与 这 些 校 的 内 部 相交 , 四 面体 PABC 是 个 已 知 平面 将 空间 分 成 的 一 部分. 

FR MIRE FE S 的 两 制 均 有 核心 点 .部 么 空间 被 "个 平面 分 成 的 部 分 中 ,有 两 个 四 面体 以 S 为 


已 知 平面 .这 时 ， 
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面 -如果 S 只 有 一 侧 有 核心 点 .相应 的 四 面体 只 有 一 个 . 因为 四 面体 有 4 个 面 ,所 以 至 少 有 四 面体 到 于 


个 ,其 中 表示 只 有 一 全 有 核心 点 的 平面 S 的 个 数 . 如 果 四 个 已 知 平 而 M= 1,2,3,4) HAMEN 
,那么 按 心 点 全 在 它们 转 成 的 四 面体 了 中 . 因为 "之 5, 至少 还 有 一 个 不 同 的 已 知 平面 S.S 应 与 M. 
中 每 两 个 有 一 公共 点 ,从 而 S 应 与 四 面体 T 的 6 条 校 均 相交 ,这 是 不 可 能 的 . 因此 x 二 3, 结论 成 立 . 
10. шт A 为 坐标 原点 ,AD,AB、A4， 分 别 为 了 轴 ,》 轴 .= 轴 建 立 
坐标 系 . 设 AD = 1,Ete,6.1 vt 为 与 4 ddh h 均 相 交 的 直线 ,为 直线 / 
与 4 交点 的 竖 坐 标 . 考虑 所 有 直线 在 平面 ADA, 5 FH ABA, 的 射影. 设 
r pnm i 在 这 两 个 平面 上 的 射影. 类似 表示 其 他 直线 与 点 . 
事实 上 ,Zn S йй =! nir R: {ЕНТ ЖШ EM 
ГТС MADD. 
FEL, 的 方程 为 + (1 一 a)z 一 1 


(的 方程 为 r +2 二 


в 
(第 10 是) 


晶 见 , 所 求 问题 等 优 于 = = Z. 
ий. Ф.О 9а =1 


кш 
(264 2a — (a + 3— a+ 1 = 0. 
因为 上 式 有 非 负 根 ,所 以 
A= aî +E — 2b — 2a ~ 26+ 120. 
Шаа < tath Dî. 
BÎ a + < 1. 
KRIS Е 在 正方 形 A,B,C, D, 内 ,其 中 E(a.6.1) 满足 Ya +6 < La > 0,5 > 0, 
п. 这 种 游戏 最 多 进行 25 e. 
TITHE. БИ A 只 能 将 1 x 1 x 10 HEEE АТЕНЕ В RERE Е КСС 
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А 
д8 


如 图 0 ,将 19X 10 X 10 的 立方 体格 分 成 8 个 相同 的 X 5 X 5 的 立方 体格 . А 的 25 ЕФЕ 
放 入 有 上 两 部 分 .日 的 25 个 夸 形 物 全 部 放 人 左前 两 部 分 ,C 的 25 THEM ФЕВ А КЮЙ ШИГ. 


最 小 性 . HUE ETT T нен 
ЖАШЛА. 

жин М 6 APA А 放 人 的 破 形 物 , 如 图 (2) 

H.B Ë m THEME КОНЕ BB'E'EAA'F 


由 于 BE ЖЫШ ONU > 6. ЖШ A'B'EF EE — TBH FRIO 1 x 10 RRL E 


少 有 7 个 BRAN EH. 
FC EEM + @ —+ 3 X 10 X 10 的 长 方 体内 


из > s Watu НИЕ 1 х1о X 10 的 长 方 体内 ,这 旺 然 和 和 


Mm < 5, 最 小 性 得 证 
12， 首 先 证 明 , 存 在 一 个 "是 碌 体 ”, 其 五 边 形 的 面 有 12 个 ,六 边 形 的 面 有 有 20 个 
IRIE 20 84k. 12 ЕТИН РАЛЕ ИНА Е 20 而 体 的 顶点 ,每 个 下 五 校 久 


тка к 20 而 体 的 顶点 引出 的 五 条 神 的 记 处 物 成 的 正 五 边 形 .这 样 ,用 12 个 正 五 边 形 代理 了 正 20 


面体 的 12 个 项 点 ,用 20 个 正六 边 形 代 锋 了 正 20 面体 的 20 个 面 , 且 与 正 五 边 形 相 分 的 面 都 是 正六 边 形 、 

下 面 证 明 这 是 唯 “可 能 的 情形 - 

设 量 是 一 个 "足球 体 ", 考 虑 甩 的 任意 一 个 便 点 , 设 它 属 于 工 个 正 五 边 形 的 面 ,属于 y 个 正六 边 形 的 
И.И а + y 3. 这 征 因为 每 个 多 面体 的 顶点 至 少 属于 3 个 面 . 由 于 正 五 边 形 和 正六 边 吾 的 内 角 分 别 为 
108° 和 120", T Ë fi + 108° + у * 120° < 360°, 

MI rt ys adka + = 3.E r>0. 

RERA ERIE” HO E BA NF 3 ki, Lik 3 FF f HERE EKAN MEDE 
一 个 面 是 正 五 边 形 的 面 . 由 于 这 3 FEF Из. Не ЖИЕ ИБ. ВИЛ DS — 
定 只 属于 一 个 正 五 边 形 .两 个 正六 边 形 . 

考虑 任意 一 个 正六 边 形 的 痢 , 它 所 有 的 顶点 属于 一 个 正 五 边 形 和 一 个 正六 边 形 的 而 .所 以 与 正六 边 
形 相 争 的 面 是 交 蔡 的 正 五 边 形 和 五 六 边 形 , 即 这 两 种 多 边 形 各 有 3 个 . 现在 用 一 个 正 五 核 名 的 底面 盖 信 


DH SORAD h 
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每 一 个 正 五 边 形 , 且 官 的 铀 校 是 与 这 个 正 五 边 形 的 面相 分 的 正六 边 形 的 边 的 延长 线 . 这 样 ,正六 边 形 的 
面 变 为 正三 角形 , 正 五 边 形 的 面 被 延长 的 五 条 校 的 交点 ( 即 正 五 术 必 的 顶点 ) 代 痊 , 因为 与 一 个 正 五 边 
拒 的 面相 分 的 任意 两 个 相信 的 正六 边 形 的 面 交角 相同 (两 个 正六 边 形 和 一 个 正 五 边 形 交 于 一 点 的 方式 
是 唯一 的 ), 而 且 新 的 多 而 体 交 于 一 点 的 相 分 二 角形 的 面 交角 也 相同 ,所 以 新 的 多 面体 是 一 个 正 20 面 
体 , 它 有 12 个 硕 点 和 20 ТШ. 央 此 ,是 球体 " 有 12 个 正 五 边 形 的 面 和 20 个 正六 边 形 的 面 . 


жой ”立体 几何 综合 题 


一 .选择 是 
1.，A, 因 为 长 方 体 的 对 角 线 长 为 1. 所 | 
wt O+ 


авас 1 TET = 1-0, афв 1 十 (所 以 
5 


‚= EDE 二 C+c. 表 ab 是 关于 x 的 方 各 :一 (1 二 Oz 十 Ce 


+0 ОАЕ НОНО < a Ца (1 +O ео OMO 
2. D. ТЧ ABCD 中 ,AB = з.АС = AD = BC = Cl 
= 1, 设 E.F Fh ABCD 的 中 点 , Ж СЕРЕ „ЕЕ. W СЕ 


I= FAM EF мает = f= 4 т. а 


fen = same taB x x VET K 


3 


b VFT. mI оа хо RE XACO 


жо. FERRARA Fer) = 十 FG 


Sz: xB СИ 


КЕТА ЕАС 


3，A. 由 题 设 知 ,A、.B,C.D 四 个 容器 的 容积 分 别 为 a7 abab h. НИНЕ С) 若 先 取 A. 
BRIE KMR C.D. са?! + ab) ~ (abî H) = (a +b Ca — b) 的 正 负 不 能 确定 , 放 这 种 取 法 无 
этет. (3) RRRA DWARA RER BC BIY Ca? 4 BD = Cab + abî) = (a — Ба В > 
OLL a + > ah + abî ARR A.D RR REST Ж. 

二 填空 是 


ө. окна сЕ Наж оао ис осе ФВ 


аа ПРЕ ttoutouti 
1 方 -下 亡 一 ! 为 校长 的 长 方 体 的 体积 为 Y 7 1(7 OE 于 = T 
> 2 2 e 2 E _ gH ROL a = b= = h BVa = в. кн. KI EIERS REN 2R 


) = 209.05. = а = 12x. 


5. L 如 图 ,AABC 是 南 二 条 直线 y 一 3.y = -3r+ Sym HRR S fN. A.D), 
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BOD СОЗ) SABC 绕 y 输 旋转 一 周 所 得 几何 体 的 体积 等 于 上 、 
下 底面 半径 分 别 为 KC = 10A = 2.835 OB = 3 的 转台 减 去 底面 半径 为 


OA = 2,8508 = 3 BIEBER V = at +1х2+2›—-4ж. 


2 


=. 又 能 转 килин = 2 KR иш 


得 几何 体 的 体积 为 1 

6. 3 设 原 正 方 体 的 校长 为 w. 切 刘 后 的 另 一 个 正方 体 的 校长 为 Ma € М, 

ас а R= p ш Б + ab +) = %8 = 1X 98 = 2X49 = 1X 
= jahe, 6-7. 

= جت + ارو = جف + 2ا بهو ھ2 


uM e~ 


Sha 
мн (第 5 是 ) 
1 设 0 为 顶点 己 在 底面 上 的 射影 , 则 OP = h, sina = h sina, = 
hi Уло, ВЕ М] sintas = Aih, sina, sinas. HIA AÈ = АА, ИГЫ sina, = sina, sina p p= oe = 


оома + au) — coston = er). В 1 — cos2a: = сомо = ay) — costar +a). X Zar 


СЕД 


ata 


W сомо, = e) = 1. RN озо, HRM М о, = аз. Дог 


eka = a = as 

в. Dh AB L BAB | CD M.AB 上 平面 KCD. 故 平面 ABC | 平面 BCD, 平 面 ABD | ЖШ 
BCD. 

(2) fF CE | BD. ERA E,W CE | 平面 ABD. 作 EF 上 


Ар. Е.Ж СРСР 4 AD, 所 
вс. CD 


Ш ZCFE З=Ш MC- AD — BHF ШИ. 2 CFE 一 。. 在 RIABCD 中 ,由 面积 关系 ,得 CE = 


在 RtAABD 中 ,AD = JAB + BD = VIFF. 


BM ADFE с ADBA, W ЕЕ = ЁЁ АВ ti (к RIACEF 中 ,CF = 
š ДЕЕ 


вжи о ёш (2) < чы < 1. 


Roe [о яо esGama (FF 
9. WEO а EF 的 中 点 为 .因为 了 为 线段 AB 的 中 点 .所 以 点 P 在 EF MEH Ya 上 ,从 前 
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点 的 轨迹 在 平面 a 上. 
设 点 A. 了 在 平面 s 上 的 射影 分 别 为 A".B', 则 由 AP = BP = 2.АЛ' = BB’ = 1, AB’ = 247. 
且 了 为 A'B' 的 中 点 


вою 
因为 4 // OA',b // OB’ “所 以 АОВ = 60". 
如 图 (2), 在 平面 。 内 ,以 O 为 原点 ,一 AOR' 的 平分 线 为 z RE EM BER, Ann). 
В' їн, а W P ЯС. у) W h: 


1 ы 
рае аа 


因为 1 AB’ | = 243, уза = THC +n = 12.80329 + 


3 
tye 
& P AONE EF BHF PE ELO 为 中 心 , 长 铀 长 为 6, 短 负 长 为 2 MMM. 
ажын, еза, 


10. (D BM V= 
Лаа СРЕ 


(<<. n. 


(n= 0н 0) (e De 
А) 


omv = г 


258 


